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EJERCICIOS DE MATEMÁTICAS Y GEOMETRÍA
MATEMATICAS
Las matemáticas son el conjunto de ciencias que estudian las magnitudes numéricas y espaciales y las relaciones que se establecen entre ellas. 

Comprenden, (entre otras ramas):

· teoría de los conjuntos, 
· aritmética, 
· álgebra, 
· cálculo infinitesimal e integral, 
· cálculo matricial, 
· teoría de funciones,
· cálculo de probabilidades 
· geometría.
Las matemáticas puras estudian las propiedades de los entes abstractos, tales como figuras geométricas, números, etc. 

Las matemáticas aplicadas consideran las propiedades de aquellos entes abstractos en relación con los cuerpos u objetos y con los fenómenos físicos.


Las matemáticas tienen aplicación en casi todas las ciencias.

Algunas de éstas (astronomía, mecánica) son casi exclusivamente matemática aplicada.

En otras (sociología, economía), las matemáticas son un importante instrumento de trabajo.


Las propiedades matemáticas, para ser admitidas, han de ser demostradas. 

Las deducciones sucesivas parten de unos principios admitidos sin demostración: 

· axiomas
· postulados 
· definiciones 
Con ellas se deducen:

Hipótesis 
En toda demostración cabe distinguir los antecedentes.


Tesis 

De las conclusiones que se desea obtener.


 
LÓGICA PROPOSICIONAL

Indice:

 CONCEPTO DE PROPOSICIÓN
 OPERACIONES CON PROPOSICIONES
CONCEPTO DE PROPOSICIÓN
Se llama proposición a todo enunciado respecto del cual se disponga de un criterio que nos permita afirmar que su contenido es verdadero (V) o falso (F).

A toda proposición se le puede asignar uno de los dos valores: verdadero (V) o falso F), pero nunca ambos a la vez.

Llamamos teoremas, en cambio, a aquellas proposiciones cuya certeza es demostrada por un razonamiento, conforme a las leyes de la lógica.

En matemáticas, algunas proposiciones reciben nombres especiales. 

Destacaremos, como más importantes, los llamados postulados o axiomas (palabras en la actualidad sinónimas en algunos casos) y los teoremas. 

Postulados son aquellas proposiciones que se dan como ciertas desde un principio: "Por dos puntos distintos pasa siempre una recta y sólo una". 

Son ejemplos de proposiciones: 

a. Carmen es prima de José. 
(Este enunciado puede ser, en efecto, verdadero o falso.) 
b. Sofía está cansada.

 (Como en el ejemplo anterior, este enunciado puede 





ser verdadero o falso.)
c. Los niños necesitan jugar. 
d. Sócrates es un hombre. 
e. La cultura es fundamental para la humanidad. 
f. x + 4 = 26


(Nótese que según el valor que adopte la variable x, 




este enunciado puede ser verdadero o falso).

Por el contrario, no serían proposiciones los siguientes enunciados: 
g. ¡Dile que pase! 
h. ¡Pon el libro en la estantería! 
i. Todas las personas tienen que cuidarse.
j. ¿Será eso cierto?
En efecto, los ejemplos g) y h) no constituyen proposiciones, puesto que los enunciados que en ellos figuran no son susceptibles de adaptar uno de los valores: verdadero o falso, y puede afirmarse, en general, que ni las frases imperativas, como g) y h), ni las frases interrogativas, del tipo j), constituyen proposiciones.


En cuanto al ejemplo i), tampoco constituye una proposición, puesto que la partícula “todas” indica que el enunciado debe cumplirse en todos los casos, y por tanto ser siempre verdadero, con lo que desaparece el carácter de bivalencia que caracteriza a toda proposición. 


De haber suprimido esta palabra, el enunciado resultante “las personas tienen que cuidarse”, sí constituiría una proposición, ya que dicho enunciado podría ser verdadero o falso.

"El triángulo abc es equilátero", es una proposición. 

Se trata de una sentencia de la que se puede afirmar si es verdadera o falsa.
PROPOSICIÓN

1. ¿A qué se llama proposición?
2. ¿Cómo se designa cada una de las proposiciones simples? 

 OPERACIONES CON PROPOSICIONES
    En la práctica, es poco frecuente encontrar enunciados constituidos por una única proposición, como las de los ejemplos anteriores [a) y e)]. 

Lo normal es que aparezcan enunciados formados por varias proposiciones elementales enlazadas mediante partículas gramaticales, tales como “y”, “o”, “si”, “no”..., resultando de este modo proposiciones compuestas, formadas por una o varias proposiciones simples enlazadas mediante partículas gramaticales.

El equipo jugó con orden y disciplina pese a que actuó con varios suplentes", es una proposición compuesta: se ha obtenido a partir de las proposiciones:

 a1) el equipo jugó con orden; 
a2) el equipo jugó con disciplina; 
a3) el equipo actuó con varios suplentes.

Las proposiciones a1 y a2 se han unido mediante la conjunción "y"; a2 y a3 por medio de la expresión "pese a que"


Para la representación abreviada de las proposiciones compuestas, y ya que interesa la estructura de la proposición, es decir, la configuración de una proposición a partir de varias proposiciones simples, más que el significado concreto de la proposición, pueden utilizarse las siguientes reglas: 

1.     Se designa cada una de las proposiciones simples mediante una letra mayúscula del 

alfabeto.

Ejemplos: Luis viene pronto = P  
Me marché = Q

2. Las partículas gramaticales, también denominadas por su carácter de elemento 
enlazante, conectores lógicos o conectivos proposicionales, se representan mediante 
símbolos estandarizados, que son los siguientes:

a) “No” (que indica negación):  , -, N, ~.

Ejemplo: La negación de la proposición “Juan quiere correr”, sería “Juan no quiere correr”. Si se designa por P la proposición original, su negación puede expresarse mediante P, -P, NP, ~ P.

b) “Y” (que indica conjunción): 

Ejemplo: “El viento sopla y caen las hojas”. 

Es fácil observar que la partícula “y” indica que se dan ambos sucesos a la vez. 

Su representación sería: PQ. Denominando P a la proposición: “el viento sopla” y Q a la proposición: “caen las hojas”.

La noción de conjunción es análoga, en el campo de las proposiciones, a la intersección en teoría de conjuntos.

c) “O” (que indica disyunción no exclusiva): .

El término “disyunción” implica que puede verificarse una u otra de las dos proposiciones elementales que forman la proposición. (En adelante, la palabra proposición hará referencia a una proposición compuesta, ya que es el caso más usual, reservándose el nombre de proposiciones elementales para cada una de las que integran la proposición.)

El carácter de “no exclusiva” indica que pueden verificarse las dos proposiciones a la vez, es decir, que una de las proposiciones no excluye a la otra.

Ejemplo: Se considera la proposición “iremos a pasear o cantaremos”; se comprende fácilmente que son posibles tres opciones:


1. Ir a pasear.


2. Cantar.
 

3. Ir a pasear y cantar al mismo tiempo.


En este caso, el cumplimiento de una de las proposiciones elementales no implica el no cumplimiento de la otra; es decir, ambas proposiciones elementales no se excluyen entre sí.

"Trace las alturas del  triángulo abc" no es una proposición: se trata de una sentencia de la que no puede afirmarse que sea verdadera o falsa.
La representación abreviada de esta proposición: “Iremos a pasear o cantaremos”, sería PQ, denominando P a la proposición “iremos a pasear” y Q a la proposición “cantaremos”.

La noción de disyunción no exclusiva, en el campo de la lógica proposicional, es análoga a la unión dentro de la teoría de conjuntos.

d) “O...o...” (que indica disyunción exclusiva):. 
Se trata, como se ha explicado anteriormente, de un conector proposicional que indica que puede cumplirse una u otra de las dos proposiciones elementales de la proposición, pero no ambas a la vez.

Una proposición compuesta con la disyunción exclusiva es verdadera solo en el caso de que una de sus dos componentes sea verdadera. 

Una proposición compuesta con la disyunción no exclusiva es verdadera cuando por lo menos una de sus dos componentes es verdadera.
Ejemplo: “O te quedas o te vas”. 

Esta proposición se representaría mediante PQ, habiendo denominado P a la proposición “te quedas” y Q a la proposición “te vas”.

"Un triángulo abc es o rectángulo o acutángulo"; aquí la disyunción es exclusiva: si es verdadero que el triángulo abc es acutángulo, no es rectángulo, pues no existen triángulos que sean a la vez rectángulos y acutángulos.
La distinción entre la disyunción no exclusiva  y la disyunción exclusiva , no siempre es evidente, puesto que en la práctica se suprime la “o” inicial en las disyunciones exclusivas y su aspecto formal es idéntico. 

Sin embargo, se considerará que la disyunción es exclusiva cuando aparezca con suficiente claridad la imposibilidad (física o mental) de que se verifiquen las dos proposiciones componentes al mismo tiempo.

e) “Si... entonces...” (que indica implicación): .

Se trata de un nuevo tipo de conector, cuya estructura es de tipo si... entonces.... aunque bien puede suceder que la segunda de las palabras no esté implícita, es decir, no aparezca formalmente en la proposición.

Conviene no identificar este nuevo conector lógico con un conector lógico que exprese una relación causa-efecto entre las dos proposiciones elementales, puesto que no interesa, en la lógica proposicional, el contenido de las proposiciones, sino la estructura lógica de las mismas.

Así, pues, el cumplimiento o la verdad de una de las proposiciones no implica necesariamente el cumplimiento de la otra, tal como sería de esperar si el conector respondiera a la expresión de una relación causa-efecto.

Ejemplo: Si los libros cantan, entonces los árboles lloran. 

Se trata, por la estructura formal de la proposición (si... entonces...), de un conector implicación , por lo que se puede representar esta proposición mediante P , habiendo denominado P a la proposición “los libros cantan” y Q a la proposición “los árboles lloran”.

La proposición P que precede al signo  suele denominarse antecedente, mientras que la proposición Q que sigue a dicho signo  se denomina consecuente.

El carácter grotesco de la proposición mencionada está relacionado con el hecho de que lo importante no es el contenido de la proposicion, sino la estructura formal de la misma, la cual se adapta del todo a este tipo de conector proposicional.

f) “Si y solo si” (que indica implicación en los dos sentidos): .

A este conector se le denomina usualmente bicondicional, ya que dadas dos proposiciones P y Q, P si y solo si Q, es equivalente a la doble implicación entre P y Q, es decir, P si y sólo si

	Q = 
	
	si P, entonces Q: P  Q

	si Q, entonces P: Q  P
	
	


 

El uso del condicional puede dar origen a proposiciones que podrían calificarse de absurdas. 

Ellas se presentan cuando no existe relación entre el antecedente y el consecuente. 

La proposición "Si mi perro tiene cinco patas, entonces yo volaré montado en una escoba" puede parecer extraña, sin embargo es una proposición verdadera.
"El triángulo abc es rectángulo si y sólo si tiene un ángulo recto" es una proposición bicondicional. 

Se cumple que si P: "El triángulo abc es rectángulo" es verdadera, entonces, Q: "El triángulo abc tiene un ángulo recto" también es verdadera; pero si P es falsa, entonces Q también es falsa
Ejemplo: Sea la proposición: 

“Lloverá si y sólo si los árboles cantan”; dada su estructura formal, que corresponde al tipo de conector proposicional bicondicional, se puede representar abreviadamente esta proposición de la forma siguiente:

    P  Q, siendo P la proposición “Lloverá” y Q la proposición “los árboles cantan”.

En el condicional es muy importante tener en cuenta que no se afirma la verdad o falsedad del antecedente, sino que en el supuesto de que éste sea verdadero, el consecuente será verdadero.
 Como sucedía con el conector anterior, y ya que se trata de la conjunción de dos implicaciones, no se debe tener en cuenta el contenido de la proposición, ni, en consecuencia, las posibles relaciones efecto-causa existentes entre las proposiciones componentes, sino la estructura formal de la proposición. 

Esta norma es válida para toda la lógica proposicional.

Si lo esencial de una proposición es el carácter de verdad o falsedad que puede adoptar y, como se ha dicho antes, lo normal es encontrar unas proposiciones enlazadas con otras mediante conectores proposicionales, el problema estriba en averiguar la verdad o falsedad (valor) de una proposición, a partir de la verdad o falsedad (valor) de las proposiciones elementales que la forman. 

Para ello, vamos a proceder al estudio de las tablas de verdad correspondientes a cada conector proposicional. 

En ellos se muestran los valores de verdad o falsedad de la proposición compuesta, a partir de todas las combinaciones posibles de valores de verdad y falsedad de las proposiciones simples o elementales, que estén enlazadas mediante dicho conector proposicional.

Verdad se representa mediante V o el número 1 indistintamente; falsedad, mediante F o el número 0.

Sean los enunciados: 

1. "Doce es un número impar" 

2. "x es un número par". 

El primero es proposición puesto que se puede determinar su valor de verdad. 

El segundo no lo es: no se puede afirmar su verdad ni su falsedad. 

Este enunciado puede sin embargo convertirse en proposición si en lugar de x (llamada variable) se coloca un objeto cualquiera, pues en este caso será verdadero o falso según se haya sustituido a x por un objeto que verifique o no la propiedad de ser un número par.
Negación
Este conector proposicional es el único que actúa sobre una única proposición y consiste, dada una proposición, en su negación.
Ejemplo: Dada la proposición P: “Hoy llueve”. 

Su negación será la proposición: “Hoy no llueve”.

Como ya se ha dicho con anterioridad, se representa indistintamente mediante los símbolos –, , N, ~.

Así, la proposición “Hoy no llueve”, puede representarse mediante P ,  P, NP, ~P.

Tabla de verdad. Como es natural, los valores de la negación de una proposición, -P , son los contrarios a los valores que adopte la proposición P. 

Es decir, si una proposición P es verdadera, su negación P es falsa, y si P es falsa, su negación es verdadera.
 Negación:
Tabla de verdad (NOT)

P         P 
V         F
F         V
 

 Conjunción P  Q
Este conector, como el resto de conectores que siguen, necesita de dos proposiciones P y Q para su utilización.

Su presencia se detecta por la aparición de la partícula “y”, que expresa la circunstancia de que ambas proposiciones se verifican a la vez.

Ejemplo: “Llueve y hace frío”. 

Es fácil observar que la conjunción “y” denota que se verifican las dos cosas al mismo tiempo.

El conector conjunción se representa mediante el símbolo . 

De este modo la proposición “llueve y hace frío” puede representarse mediante: P  Q, si se denomina P a la proposición “llueve” y Q a la proposición “hace frío”.

Tabla de verdad. 

Para la comprensión de la tabla de verdad correspondiente al conector proposicional P  Q, basta tener en cuenta que la conjunción de dos proposiciones P y Q será cierta únicamente cuando sean ciertas las dos proposiciones P y Q componentes. 

En todos los demás casos, cuando una de ellas sea falsa, o ambas, la proposición P  Q será falsa.

	Tabla de verdad

	 
	P            P           PQ
	 

	
	V
V
F
F
	V
F
V
F
	V
F
F
F
	 


Las dos primeras columnas de la tabla corresponden a todas las posibles combinaciones, VV,VF, FV, FF, de verdad y falsedad, que pueden realizarse con las proposiciones P y Q.

Disyunción no exclusiva P  Q
Como en el caso anterior, la utilización de este conector precisa de dos proposiciones elementales, que pueden denominarse P y Q de manera genérica.

Su presencia se detecta por la aparición dentro de una proposición de la partícula gramatical “o”, que indica la circunstancia de que pueda verificarse una de las proposiciones, P, o la otra, Q, o bien ambas proposiciones P y Q a un tiempo (ya que se trata de disyunción no exclusiva, y en consecuencia, una proposición no excluye a la otra).

Ejemplo: Sea la proposición:


 “Mirar el paisaje o pintar un cuadro”. 

En ella aparece el conector proposicional disyunción no exclusiva, ya que se presenta en el contexto la partícula “o” y puede verificarse indistintamente una de las proposiciones componentes, o la otra, o ambas a la vez.

Algunos científicos utilizan determinados nombres latinos (non, vel, etc,...) cuando los conectores se interpretan como funciones verificativas, reservando los símbolos ( –, V, ,...) para el cálculo lógico sintáctico.
 El conector disyunción no exclusiva se representa mediante el símbolo . 

De este modo, la proposición: 


“Mirar el paisaje o pintar un cuadro” 

puede representarse simbólicamente mediante P  Q, si se denomina P a la proposición “Mirar el paisaje”, y Q a la proposición “pintar un cuadro”.

	Disyunción no exclusiva
Tabla de verdad

	 
	P            P           PQ
	 

	 
	V
V
F
F
	V
F
V
F
	V
V
V
F
	 


Tabla de verdad. 

Para la confección de la tabla de verdad P  Q basta tener en cuenta que siempre que sea cierta una de las dos proposiciones elementales o las dos a la vez, la resultante P  Q será cierta.

En consecuencia P  Q será falsa tan solo cuando las dos proposiciones P y Q lo sean al mismo tiempo.

Es interesante señalar la analogía de la tabla de verdad de la conjunción con la tabla de sumar en base 2, asignándole al valor de verdad el valor numérico 1 y al de falsedad el 0. 

La tabla de verdad de la disyunción no exclusiva es comparable a la tabla de multiplicar: cualquier valor multiplicado por 0 es 0, mientras que 1 x 1 = 1.
Disyunción exclusiva P  Q
La disyunción exclusiva se representa a veces con el nombre latino vel, equivalente al signo .
Nuevamente y ya que se trata de un caso particular de disyunción, cuando no es posible que se verifiquen las dos proposiciones componentes a la vez, la utilización de este conector proposicional presupone la existencia de dos proposiciones componentes, que pueden denominarse, de manera genérica, P y Q.

Sea la proposición exclusiva: "Nos vamos o nos quedamos" que puede representarse P  P. 

Como ambas cosas no pueden ser ciertas al mismo tiempo, la proposición será siempre verdadera.

 Las fórmulas con proposiciones que se reducen a V se llaman tautologías. 

En el caso contrario, ejemplificado con la proposición P  P, en el que por el principio de no contradicción no pueden ser verdad ambos términos a la vez, la tabla de verdad sólo puede tomar valores falsos: este tipo de fórmulas se denominan absurdos o contradicciones lógicas
Su presencia se detecta dentro de una proposición por la aparición de las partículas gramaticales “o...o...”, que indican la obligatoriedad de que se verifique una de las proposiciones componentes o la otra, pero no ambas proposiciones a un tiempo (de aquí la denominación de disyunción exclusiva, que indica que una de las proposiciones excluye a la otra).

Ejemplo: Sea la proposición: 


“O atiendes en clase o te vas”. 

En ella aparecen las partículas gramaticales “o... o...” representativas del conector proposicional disyunción exclusiva. 

Debe verificarse una de las dos proposiciones, “atender en clase” o “irse”, pero no pueden darse las dos opciones a la vez (existe imposibilidad física). 

El conector proposicional disyunción exclusiva se representa mediante el símbolo . 

Así, la proposicion anterior: “o atiendes o te vas”, puede representarse simbólicamente mediante P  Q, siendo P la proposición: “atiendes en clase” y Q la proposición te vas”.

Tabla de verdad. 

Para la confección de la tabla de verdad correspondiente a este conector proposicional, basta tener en cuenta que la proposición P  Q será cierta cuando lo sea una de las dos proposiciones componentes y solo una, mientras que en los dos casos restantes (las dos proposiciones componentes son verdaderas o falsas al mismo tiempo), la proposición P n Q será falsa. 

	Disyunción exclusiva
Tabla de verdad

	 
	P            Q           PQ
	 

	 
	V
V
F
F
	V
F
V
F
	F
V
V
F
	 


Implicación P  Q
Como sucedía para los otros conectores proposicionales, a excepción del conector negacion, su existencia exige dos proposiciones elementales o componentes P y Q.

Se caracteriza, en el contexto de una proposición, por la aparición de las partículas gramaticales: “si...entonces...”, y, como se dijo anteriormente, el nombre de implicación no está relacionado con una posible relación causal (causa-efecto) entre las proposiciones componentes, sino que hace referencia a la forma externa “si... entonces...”, que denota la presencia de este conector proposicional.

Ejemplo 1: 


“Si llueve, entonces saldré al campo”.
Ejemplo 2:


“Si Juan es alto, entonces iremos a Roma”.

A veces la partícula “entonces” no aparece de manera explícita sino tácita, tal como ocurría con la primera “o” del caso anterior.

Este conector proposicional se representa abreviadamente mediante el signo , que sustituye a la expresión “si...entonces...”.

De este modo, denominando P a la proposición: “Juan es alto” y Q a la proposición “iremos a Roma”, la proposición “si Juan es alto entonces iremos a Roma” puede escribirse de manera abreviada: P  Q. 

La proposición P situada antes del símbolo  se denomina antecedente y la proposición Q situada después del símbolo  se denomina consecuente.

Tabla de verdad. 

La verdad o falsedad de la implicación P  Q está condicionada a la verdad o falsedad de las proposiciones componentes.

El razonamiento de los valores para P  Q que aparecen en la tabla, no es evidente. 

	P            Q           PQ

	V
V
F
F
	V
F
V
F
	V
F
V
V


A título nemotécnico, es fácil observar que las dos primeras filas presentan una cierta lógica, puesto que para la primera fila, la verdad de P y verdad de Q esta relacionada con el hecho de que si se cumple P entonces Q se cumple, con lo que P  Q sería cierto o verdadero. 

Lo mismo puede decirse de la segunda fila, en la que si P se cumple y Q no se cumple no puede decirse que si P se cumple entonces Q se cumple, con lo que P  Q sería falso, tal como aparece en la tabla. 

En cuanto a la tercera fila, en ella se dice que siendo P falso y Q verdadero, P  Q es verdadero. 

Este resultado expresa que siempre que el consecuente Q sea verdadero, P  Q también lo será, lo que está relacionado con el hecho de que la verdad de Q es independiente de la verdad o falsedad de P (hecho que no es contrario a la lógica).

"Si calentamos un cuerpo, entonces se dilata" será una proposición verdadera si, supuesto que el cuerpo se calienta, el cuerpo se dilata; es decir, la proposición P  Q es verdadera si supuesto que P es verdadera resulta Q verdadera. 

Para el caso del agua destilada a 0º de temperatura la proposición es falsa, puesto que al calentarla hasta 4ºC adquiere este fluido su menor densidad: P es verdadero, pero Q es falso.
 Por último, la cuarta fila expresa el hecho de que siendo P y Q falsas, la proposición P  Q es verdadera. 

Este hecho, inexplicable a primera vista, se aplica en el lenguaje ordinario infinidad de veces. 

Así, cuando decimos: “si no apruebo este examen me retiro”, usamos tanto un antecedente como un consecuente falsos, ya que, en realidad, no pienso retirarme, y sin embargo, la relación de implicación es verdadera.

 Doble implicación P  Q
Aunque se estudia por separado, dada su importancia, como se dijo anteriormente, no se trata de un conector proposicional, sino que este conector se forma, como su nombre indica, a partir de dos conectores implicación, pero de sentidos contrarios. 

Si se denomina P y Q a las proposiciones entre las que se ha establecido el conector doble implicación:

P  Q  PQQP, en donde  significa doble implicación y  significa “equivale a”.

Su presencia en el contexto de una proposición se reconoce por las partículas gramaticales “si y sólo si”, que pueden estar, como sucedía para los otros conectores proposicionales, implícitas en la proposición, es decir, no aparecer de manera expresa.

Ejemplo: “Se llenarán los pantanos, si y sólo si llueve de forma continuada”

 (Se llenarán los pantanos si llueve de forma continuada).

Este conector proposicional ya hemos indicado que se representa mediante el símbolo  que significa “doble implicación”, o sea implicación en los dos sentidos. 

Así, la proposición del ejemplo anterior “se llenarán los pantanos, si y solo si llueve de forma continuada”.

Tabla de verdad. 

La tabla de verdad correspondiente a este conector proposicional se deduce fácilmente de la tabla de verdad del conector implicación y del conector conjunción, ya que PQ  P  Q  Q  P. 

	Implicación:
Tabla de verdad

	 
	P            Q           PQ
	 

	 
	V
V
F
F
	V
F
V
F
	V
F
F
V
	 


 

Un teorema es una implicación lógica verdadera, es decir, tautológica, en la que la primera proposición recibe el nombre de hipótesis (lo que se pretende demostrar) y la segunda el de tesis (la verdad nueva que se deduce de tal suposición). 

Así, el teorema de Euclides dice: 

"Si tres ángulos cualesquiera forman un triángulo, entonces suman dos rectos."
En efecto:

	P     Q        P  Q        Q  P      P  Q  Q  P

	V
V
F
F
	V
F
V
F
	V 
F
V
V
	V
V
F
V
	V
F
F
V


 

La doble implicación equivale a establecer una condición necesaria y suficiente para que sea verdadera la proposición. "Se tiene la conciencia tranquila si y sólo si se vive en paz". 

De todos modos debe tenerse en cuenta que una proposición no tiene que ser verdadera para ser considerada como tal: le basta cumplir las condiciones formales, aunque su contenido sea absurdo: 

"Las mariposas tienen pelo si y sólo si llueve los domingos" es una doble implicación.
 TERRITORIO

1. ¿Cómo se representa la partícula "y"?
2. ¿Qué implica el término disyunción? 

 VERDAD, FALSEDAD

1. ¿Cómo se representan los posibles valores de verdad?
2. ¿Cómo se representa el valor de falsedad?
    IMPLICACIÓN
1. ¿Qué exige el conector de la implicación?
2. ¿Cómo es la doble implicación? 

 CONJUNTOS

Se entiende por conjunto un grupo de entes con una o más características comunes. 

Los conjuntos están formados por elementos; de esta forma, un conjunto estará bien definido si es posible conocer todos sus elementos.

Ejemplo: El conjunto de las vocales esta formado por los elementos a, e, i, o, u, todos los cuales poseen la característica común de ser vocales y sólo ellos. 
Contenido:

1. REPRESENTACIÓN DE UN CONJUNTO
2. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN CONJUNTO
3. FORMAS DE DEFINICIÓN DE UN CONJUNTO
4. RELACIONES DE PERTENENCIA E INCLUSIÓN
5. SUBCONJUNTO  IGUALDAD DE CONJUNTOS
6. CONJUNTO COMPLEMENTARIO
7. CONJUNTO VACÍO
8. CONJUNTO DE LAS PARTES DE UN CONJUNTO
9. OPERACIONES CON CONJUNTOS
10. UNIÓN DE CONJUNTOS
11. INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS
12. PROPIEDADES DE LA UNIÓN Y LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS
13. OTRAS OPERACIONES CON CONJUNTOS
14. DIFERENCIA DE DOS CONJUNTOS
15. SUMA BOOLEANA O DIFERENCIA SIMÉTRICA DE DOS CONJUNTOS 
16. CONJUNTOS DISJUNTOS
17. PARTICIÓN DE UN CONJUNTO
  REPRESENTACIÓN DE UN CONJUNTO
Se suelen representar los conjuntos por letras mayúsculas del abecedario tales como: A, B, C... y los elementos del conjunto se designan normalmente por sus nombres o por letras minúsculas: a, b, c,...

Ejemplo: El conjunto de los días de la semana puede denominarse S y sus elementos serán: “lunes”, “martes”, “miércoles”, “jueves”, “viernes, “sábado” y “domingo”.

Se acostumbra a cerrar entre llaves { } a los elementos del conjunto y disponer los elementos separados por comas. Así, el conjunto de los días de la semana con estas notaciones se escribiría del siguiente modo:

S = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sábado, domingo}.

Y el conjunto de las vocales se escribiría así:

V = {a, e, i, o, u}.

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN CONJUNTO
    Con el fin de hacer mas accesibles ciertas definiciones y demostraciones se utiliza a menudo para la representación de conjuntos un recinto limitado por una línea cerrada, en cuyo interior se contienen los elementos del conjunto representado por puntos. 

A un diagrama de este tipo se le denomina diagrama de Venn.


La teoría de conjuntos se ha mostrado como el punto de partida por medio del cual se puede organizar toda la matemática más abstractamente y con más rigor.
Ejemplo: El conjunto de las vocales

V = {a, e, i, o, u}

puede representarse mediante un diagrama de este tipo, del siguiente modo:
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 El desarrollo de muchas de las ideas relativas a los conjuntos se atribuye a dos matemáticos, George Boole (1815-1864) y Georg Cantor (1845-1918). 

Cantor es considerado el fundador de la teoría de los conjuntos. 

En honor de Boole, primero en introducir muchas de las ideas de los conjuntos, el álgebra de los conjuntos recibe con frecuencia el nombre de álgebra booleana.

 FORMAS DE DEFINICIÓN DE UN CONJUNTO
Un conjunto puede definirse de dos maneras:

Algunos ejemplos de conjuntos bien definidos: 1. Los puntos de un círculo de centro O y de radio r. 3. 

Los colores del arco iris. 4. Los números pares. 5. Los números enteros menores de 10.
a) Por extensión, es decir, enumerando uno a uno todos los elementos del conjunto.

Ejemplo: Si el conjunto A esta formado por los elementos a, b, c y d, para definir este conjunto por extensión, se procedería del siguiente modo:

A = {a, b, c, d}.

Cuando el conjunto sólo contiene un elemento se denomina conjunto unitario.

Ejemplo: Si el conjunto Z está sólo formado por la letra e:

Z = {e}

 dicho conjunto Z es un conjunto unitario. 

No debe confundirse el elemento e con el conjunto Z.

El conjunto de las vocales (V) se define por extensión de la siguiente forma: 

V= {a, e, i, o, u}.
b) Por comprensión: es decir, citando únicamente la propiedad o propiedades que caracterizan a todos los elementos del conjunto. 

Ejemplo 1: El conjunto A formado por los elementos a, b, c, d podría definirse por comprensión de la siguiente forma:

A = {las cuatro primeras letras del alfabeto}

Esta forma de definición (por comprensión) se utiliza preferentemente cuando no es posible o no resulta cómodo explicitar uno a uno todos los elementos de un conjunto. 

Ejemplo 2: En el caso del conjunto de los animales reptiles no resulta práctico enumerar todos los elementos del conjunto, por lo que se utilizara la definición por comprensión.

Si denominamos R al conjunto de los reptiles, dicho conjunto puede definirse del siguiente modo:

R = {animales reptiles}

En estos casos se utiliza, con el fin de resaltar el hecho de que todo conjunto está formado por una serie de elementos, la siguiente notación:

 R = {x/x es un reptil}

que se lee del siguiente modo: R es el conjunto formado por los elementos x tales que x es un reptil; es decir, que representamos genéricamente a los elementos del conjunto por la letra x. 

El símbolo / significa “tal que” o “tales que”.

El físico alemán Georg Cantor, nació en San Petersburgo (1845-1918), estudió en Zurich, Berlín y Götingen y recibió el título de doctor en la universidad de Halle, en la que obtuvo la cátedra de Matemáticas. 

Los primeros trabajos que publicó sobre la teoría positiva del infinito provocaron una verdadera revolución. 

Siguió trabajando en el tema hasta crear una aritmética de los números infinitos y su célebre teoría de los conjuntos, que ha servido de base para el análisis moderno.
Nota: Observemos que la definición de un conjunto por extensión o por comprensión es una manera de eludir una autentica definición. 

De hecho, un conjunto no es definible. 

Ciertas nociones como conjunto, elemento y pertenencia, son conceptos intuitivos que, una vez aceptados, sirven de base para la nueva teoría matemática. 

Hay que tomarlas como verdades axiomáticas y poder proceder así al desarrollo de la matemática moderna, de igual modo que, en la geometría euclidiana, se parte de axiomas que permiten construir la geometría tradicional.

El conjunto de las vocales definido por comprensión sería V = {las vocales}.
    CONJUNTOS

1. ¿Qué se entiende por un conjunto?

Un grupo de entes con una o más características comunes.

2. Cita las dos formas de definir un conjunto


Por extensión, o enumerando uno a uno a todos los elementos, y por 
comprensión, es decir citando las propiedades que caracterizan a los elementos.

RELACIONES DE PERTENENCIA E INCLUSIÓN
Relación de pertenencia
Se trata de una relación elemento-conjunto. Cuando se quiera expresar que un elemento pertenece a un determinado conjunto se utiliza el símbolo  que significa “pertenece a”.

Ejemplo 1: a  V quiere decir que el elemento a pertenece al conjunto V.

Si, por el contrario, se desea expresar que un elemento no pertenece a un determinado conjunto se usa el símbolo  que significa “no pertenece a”.

Ejemplo 2: Si V representa el conjunto de las vocales y se quiere expresar que la letra x no pertenece a dicho conjunto, dicha circunstancia se expresa así: x  V.

En matemáticas, naturalmente, no se puede definir todo, ni se puede demostrar todo. 

Las ideas que se aceptan sin definir se llaman conceptos primitivos. 

Las proposiciones que se aceptan sin demostrar se llaman axiomas.
Se llama propiedad característica de los elementos de un conjunto, a una propiedad tal que la tienen todos esos elementos y sólo ellos. 

Por ejemplo, una propiedad característica de los cuadriláteros rectángulos es que tienen sus cuatro ángulos rectos; y también que sus dos diagonales son iguales y se cortan en su punto medio.
 Relación de inclusión
Es una relación conjunto-conjunto. 

Se dice que un conjunto A esta incluido o contenido en otro B, si todos los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B.

Si se quiere expresar que un conjunto esta contenido en otro, se usa el símbolo  que significa “está contenido en”. 

Así, para indicar que un conjunto A está incluido o contenido en otro B se hará del siguiente modo: A  B; que se lee “A está contenido en B”, o bien “A está incluido en B”, o bien “B incluye a A”.

Si, por ejemplo, consideramos los conjuntos A = {a, b, c} y B = {a, b, c, d, e}, se cumple que t[image: image219.jpg]


odos los elementos de A pertenecen también a B y por tanto puede decirse que A  B. 

Representando ambos conjuntos mediante diagramas de Venn sería:



Si se quiere indicar que un conjunto A no está incluido en otro B, se usa el símbolo  que quiere decir “no está contenido en”.

Ejemplo: Sean:
A = {1, 2, 3} y B = {2, 3, 4, 5}
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Dado que no todos los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B se cumple que el conjunto A no está contenido en el B, lo cual se expresa del siguiente modo: 

 A  B

Haciendo la representación de estos dos conjuntos por diagramas de Venn, se tendría: 

 En resumen A  B significa “A está contenido en B” o bien “B contiene a A”.

A  B significa “A no está contenido en B” o bien “B no incluye a A”.

Las relaciones de inclusión deben entenderse como totalmente distintas de la relación de pertenencias, representada por . 

Por ejemplo, {2}  {2, 3}, y también {3}  {2, 3}, pero no es cierto que {2}  {2, 3}, sino 2  {2, 3}. 

El conjunto vacío es subconjunto de cualquier conjunto A, pero en general no es elemento de A.
   RELACIONES

1. ¿Qué es una relación de pertenencia?

Se trata de una relación elemento-conjunto


2. ¿Qué es un conjunto universal o referencial?

 Es aquel conjunto de cuyos elementos se escogen algunos de ellos para formar otros conjuntos.

 SUBCONJUNTO
  Dados dos conjuntos A y B se dice que A es subconjunto de B si A está contenido en B (A  B), es decir, si todos los elementos de A pertenecen también a B.

Dados los conjuntos:

A = {1, 2, 3}
y
B = {1, 2, 3, 5, 8}

puesto que todos los elementos de A pertenecen también a B, se puede decir que A está contenido en B, es decir, que A es un subconjunto de B.

Véase la representación gráfica mediante diagramas de Venn.
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Se cumple que A  B, luego A es un subconjunto de B.

Nota. Se llama conjunto universal o referencial “E” a un conjunto, de cuyos elementos se escogen algunos de ellos para formar otros conjuntos.

El conjunto de los números naturales (N) es un conjunto universal o referencial, pues de él pueden extraerse elementos que a su vez conforman otros conjuntos; así, los conjuntos A, B, C que se citan a continuación están formados, todos ellos, por elementos pertenecientes al conjunto N de los números naturales:

A = {2, 3, 4}
B = {8, 9, 10, 20}
C = {46, 48, 49, 52}

Ciertas letras están reservadas en matemáticas para designar siempre a determinados conjuntos de números. 

Así, N es el conjunto de los números naturales (enteros positivos), Z el de los enteros (positivos, negativos y cero), Q el de los racionales (enteros y fraccionarios) y R el de los reales (racionales e irracionales). 

Fuera de estos contextos, estas letras pueden designar a cualquier conjunto dado.
El matemático y lógico británico John Venn (1834-1923) descolló por sus investigaciones en lógica inductiva. 

Es especialmente conocido por su método de representación gráfica de proposiciones (según su cualidad y cantidad) y silogismos.

Los diagramas de Venn permiten, además, una comprobación de verdad o falsedad de un silogismo.

 Entre sus obras destacan Lógica simbólica y Los principios de la lógica empírica o inductiva.
 IGUALDAD DE CONJUNTOS
Se dice que dos conjuntos A y B son iguales si se cumple que todos los elementos del primer conjunto lo son también del segundo (A  B) y viceversa (B  A). 

Es decir, si ambos están formados por los mismos elementos; como se ha visto por la definición, en este caso A  B y B  A.

ejemplo: los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {1, 2, 3} son iguales porque todos los elementos de A pertenecen también a B y todos los de B pertenecen también a A.

Por el contrario, los conjuntos A={a, b, c, d} y V={a, e, i, o, u} no son iguales. A B, ya que no están formados por los mismos elementos aunque tienen uno en común. 

El símbolo  significa “distinto de” o “desigual”. 
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Aunque las relaciones de igualdad e identidad son en general distintas (por ejemplo, 1 + 3 = 4, pero 1 + 3 sólo es idéntico a 1 + 3 no a 4),en el caso de los conjuntos coinciden; es decir, dos conjuntos son iguales si y solo si tienen exactamente los mismos elementos, esto es, si son idénticos. 

 Nota: Simbolos clasicos en sistemas de conjuntos.

 
Según el tipo de fuente utilizado, no seran reproducidos en el texto.

CONJUNTO COMPLEMENTARIO
Un conjunto y su complementario son siempre ajenos o disjuntos, y la unión de un conjunto y su complementario es el universo o conjunto universal.


Se entiende por conjunto complementario de un conjunto A con respecto a otro B al conjunto formando por todos los elementos de B que no pertenecen a A.

Para expresar dicho conjunto complementario se utilizan distintos símbolos que son:

A        A’     CBA

Todos ellos son equivalentes y quieren decir “conjunto complementario de A”. 

Nótese que en la tercera forma se indica también con respecto a qué conjunto es complementario el conjunto en cuestión.

Ejemplo 1: Dados los conjuntos A= {1, 2, 3} y B = {1, 2, 3, 5, 8} el conjunto complementario de A con respecto a B esta formado por los elementos de B que no pertenecen a A; es decir, {5} y {8}.

Utilizando la simbología antes mencionada, si bien una de las tres expresiones basta, se tendría:

A = A’ = CBA = {5, 8}

La representación gráfica mediante diagramas de Venn sería: (ver cuadro) donde la parte oscura corresponde al conjunto complementario de A con respecto a B.
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Ejemplo 2: Sea L el conjunto de todas las letras, C el conjunto de las consonantes y V el de las vocales. Se verifica que:

CLC=V

De haber utilizado cualquiera de las otras dos notaciones posibles:

 C  = V

o bien

C’ = V

observemos que no hubiésemos señalado con respecto a qué conjunto se halla el complementario.

Se sobreentiende siempre que es con respecto a E (conjunto universal o referencial) que, en este ejemplo, es L (conjunto de todas las letras).

Para hallar el complementario de una expresión formada de conjuntos ligados por unión (), intersección () y el signo prima (’) indicador de complementario, basta con cambiar entre si los  y , suprimir la prima en las letras que la tengan y ponerla en las que carezcan de ellas.

 Así, el conjunto complementario de (A’  B)  (C  D’) es, según esta regla, (A  B’)  (C’  D)..
 CONJUNTO VACÍO
Es un conjunto límite. Se denomina conjunto vacío a aquel que no tiene ningún elemento. Se representa mediante el símbolo Ø.

Ejemplo 1: El conjunto de los elementos que son pares e impares a la vez es un conjunto vacío, puesto que no existe ningún elemento que cumpla a la vez ambas propiedades.

Ejemplo 2: Conjunto de hombres alados.

El conjunto de los números menores de 5 y al mismo tiempo mayores de 10 es un conjunto vacío, ya que no existe ningún número que lo cumpla. 

También lo es el conjunto de los insectos que no posean patas.
 CONJUNTO DE LAS PARTES DE UN CONJUNTO
   Se entiende por conjunto de las partes de un conjunto, y se representa por la letra P seguida de la consonante entre paréntesis que designe al conjunto de las partes, al conjunto formado por todos los posibles subconjuntos que se pueden formar a partir de los elementos del conjunto dado.

Ejemplo: Dado el conjunto:

C = {a, b, c}

el conjunto de las partes P(C) del conjunto C será el siguiente:

P(C) = {{Ø}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}

Nótese que los elementos del conjunto P(C) son todos los posibles subconjuntos del conjunto C. 

El número de elementos del conjunto de las partes de un conjunto P(C) se puede averiguar con una sencilla operación: 2n, siendo n el número de elementos del conjunto C. 

Así, el numero de elementos del conjunto de las partes P(C) del conjunto C = {a, b, c} será 23 = 8, es decir, se pueden formar 8 subconjuntos, incluidos {ø} y {a, b, c} a partir del conjunto C.
Como el número de elementos de un conjunto infinito es ilimitado, también es ilimitado el numero de subconjuntos que pueden formarse en ese conjunto universal. 

Esto se demuestra fácilmente considerando tan solo a aquellos subconjuntos constituidos por un elemento. 

Por ejemplo, tómese el conjunto de todos los números naturales {1, 2, 3, 4, 5, 6,...}. 

Algunos de los subconjuntos son: {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, y así sucesivamente. 

Cada uno de estos subconjuntos tienen tan solo un elemento, y el número de subconjuntos es ilimitado.

 OPERACIONES CON CONJUNTOS
UNIÓN DE CONJUNTOS
    Dados los conjuntos A y B, se llama conjunto unión  al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B.

    Ejemplo: Sean los conjuntos A = {a, b, c, d, e} y B = {d, e, f, g}; se cumple que:

A  B = {a, b, c, d, e, f, g}
    Representándolo gráficamente por diagramas de Venn, se tendría:

    El conjunto A  B estaría formado por todos los elementos del área oscura.

    Los elementos d, e que pertenecen a los dos conjuntos no se han repetido porque no tiene sentido repetir los elementos dentro de un conjunto.
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Estas dos operaciones, unión e intersección, junto con la de buscar el complemento, son las tres operaciones fundamentales del álgebra de conjuntos.

Cuando deban realizarse varias de ellas, se encierra entre paréntesis la que debe efectuarse en primer lugar.
    A la unión de conjuntos también se le denomina reunión.

INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS
Dados los conjuntos A y B, se llama conjunto intersección  al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A y a B, es decir, que son comunes a los dos conjuntos.

    Ejemplo: Sean A y B los dos conjuntos del ejemplo anterior; es decir:

A = {a, b, c, d, e} y B = {d, e, f, g}.
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    El conjunto intersección de A  B será:

A  B = {d, e}

    ya que únicamente los elementos d y e son comunes a los dos conjuntos.

  Representándolo gráficamente mediante diagramas de Venn, se tendría:

  

  El conjunto A > B estará formado por los elementos que aparecen en el área oscura.

 Si reemplazamos las operaciones  y  por "más" y "por", respectivamente, podremos observar cómo estas leyes de la unión y la intersección citadas en el texto, se corresponden con las de la aritmética ordinaria, a excepción de la ley de idempotencia y la segunda ley distributiva.
PROPIEDADES DE LA UNIÓN Y LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS
    En los apartados anteriores, se ha definido la unión e intersección de dos conjuntos, pero en la práctica es corriente trabajar con más de dos conjuntos y tener que calcular expresiones como la siguiente:

A  [(B  C)  D]

por lo que resulta necesario estudiar las propiedades generales por las que se rigen los cálculos en teoría de conjunto.

Por efecto combinado de las leyes asociativa, conmutativa e idempotente, resulta que la intersección (o la unión) de un número finito de conjuntos (iguales o distintos) depende sólo de la clase de los conjuntos que intervienen, pero no del
1.ª) Asociativa

A  (B  C) = (A  B)  C

A  (B  C) = (A  B)  C

2.ª) Conmutativa 

A  B = B  A

A  B = B  A

3.ª) Equipotente o Idempotente

A  A = A

A  A = A

4.ª) Simplificativa o de absorción

A  (B  A) = A

A  (B  A) = A

5.ª) Distributiva de la unión con respecto a la intersección

A  (B  C) = (A  B)  (A  C)

    y de la intersección con respecto a la unión

A  (B  C) = (A  B)  (A  C)

Obsérvese que se necesita un par de conjuntos para realizar las operaciones de unión e intersección. 

En consecuencia, la unión y la intersección son operaciones binarias.
La unión y la intersección de dos conjuntos satisface las igualdades 

A  (A  B) = A 
A  (A  B) = A,

para todo A. Es la llamada ley de absorción
Las propiedades del apartado anterior se comprueban fácilmente eligiendo unos conjuntos cualesquiera y representando gráficamente, mediante diagramas de Venn, las operaciones que figuran a uno u otro lado del signo igual, es decir, en los dos miembros de la igualdad. 

Estas demostraciones se desarrollan con detalle a continuación para el caso de la unión y de la i ntersección.

    CONJUNTOS

1. ¿A qué se denomina conjunto vacío?

Se trata de un conjunto límite; es aquel que no tiene ningún elemento.


2. ¿A qué se llama conjunto de intersección?

Al conjunto de los elementos que pertenecen o son comunes a dos conjuntos.

 OTRAS OPERACIONES CON CONJUNTOS
DIFERENCIA DE DOS CONJUNTOS
Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, se llama diferencia A–B entre A y B al conjunto formado por los elementos de A que no pertenezcan a B, es decir:

A–B={x/xA  x B}

 Nota. Como ya se dijo, el símbolo  significa “y”, con lo que la expresión anterior se lee: “A–B es el conjunto de los elementos x tales que pertenecen a A y no pertenecen a B”.

Ejemplo: Sean los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5} y B = {4, 5, 8, 10}

Entonces el conjunto A – B será:

A – B = {1 , 2, 3}

ya que los elementos 1, 2, y 3 son los únicos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen a B. 

R[image: image224.png]


epresentando gráficamente el conjunto diferencia 

mediante diagramas de Venn, se tiene:

Con respecto a la diferencia de dos conjuntos conviene recordar lo dicho anteriormente sobre el conjunto referencial E, de modo que en la operación A - B no sólo se estarán desestimando los elementos de B, pertenezcan o no a A, sino también todos aquellos elementos del referencial E que no pertenezcan ni a A ni a B.
 

SUMA BOOLEANA O DIFERENCIA SIMÉTRICA DE DOS CONJUNTOS 
Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, se llama suma booleana o diferencia simétrica de los mismos, A  B, al conjunto formado por los elementos que pertenecen a A o a B y que no pertenecen a la intersección de A y B.

Se puede considerar al matemático George Boole como uno de los promotores de la lógica matemática contemporánea. 

En su obra Investigación de las leyes del pensamiento, ensayó la aplicación del cálculo lógico a la teoría de las probabilidades.

 Defendía la representación simbólica de las ideas y la casi mecanicidad del raciocinio. 

Realizó también estudios sobre las ecuaciones diferenciales y el cálculo de las diferencias finitas.
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Una representación gráfica de la suma booleana o diferencia simétrica de dos conjuntos A y B mediante diagramas de Venn está representada en la gráfica siguiente, en el que la parte oscura corresponde al conjunto A  B.


    Ejemplo: Dados las conjuntos A y B, siendo A = {1, 2, 3, 6, 8} y B = {2, 3, 7}, se verifica que:
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A – B = {1, 6, 8}

ya que éstos son los únicos elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen al conjunto B. En la representación gráfica, A – B se corresponde con la zona oscura:

Comprobamos también que:

A  B = {1, 6, 8, 7}
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ya que son éstos los únicos elementos que pertenecen a A o a B pero que no pertenecen a la intersección de A y B.

La zona oscura corresponde a A  B.

Tomemos los subconjuntos A = {las catorce primeras letras del alfabeto} y B = {las catorce últimas letras del alfabeto} del conjunto alfabeto = {a, b, c, ch, d, e, f, g, h, i, j, k, l, ll, m, n, ñ, o, p, q, r, s, t, u, v, x, y z}; la suma booleana o diferencia simétrica de estos dos conjuntos A y B (B A) será pues, el conjunto de todas las letras del alfabeto..
CONJUNTOS DISJUNTOS
Se dice que dos conjuntos A y B, cualesquiera, son disjuntos cuando no tienen ningún elemento en común.

Ejemplo: Sean A y B los conjuntos siguientes:

Son ejemplos de conjuntos disjuntos, el conjunto A de los números naturales, y el conjunto de las letras del alfabeto; el conjunto de los números pares y el conjunto de los números impares; el conjunto H de los hombres mayores de 25 años y el conjunto Y de las capitales europeas. 

La característica que se establece entre estos pares de conjuntos es la de no poseer ningún elemento en común, y por tanto la unión o la intersección de tales conjuntos será siempre conjunto vacío (ø).
Son ejemplos de conjuntos disjuntos, el conjunto A de los números naturales, y el conjunto de las letras del alfabeto; el conjunto de los números pares y el conjunto de los números impares; el conjunto H de los hombres mayores de 25 años y el conjunto Y de las capitales europeas. 

La característica que se establece entre estos pares de conjuntos es la de no poseer ningún elemento en común, y por tanto la unión o la intersección de tales conjuntos será siempre conjunto vacío (ø).
A = {a, b} y B = {c, d}

    Estos dos conjuntos, dado que no poseen elemento alguno en común, se denominan conjuntos disjuntos. En este caso, por ser conjuntos disjuntos A  B = Ø, la intersección de los conjuntos A y B es un conjunto vacío y la unión de A y B (A  B) coincide con la suma.

 PARTICIÓN DE UN CONJUNTO
    Una partición de un conjunto dado A está formada por una serie de subconjuntos A1, A2, A3, etc., que han de cumplir las siguientes propiedades:

    1.º) Que los subconjuntos que forman la partición sean disjuntos entre sí.

    2.º) Que la unión de todos los subconjuntos sea igual al conjunto dado:

A1  A2  A3 = A

    3.º) Que ningún subconjunto sea vacío:

A1  Ø
A2  Ø
A3  Ø

    El símbolo  significa “distinto de”.

Son ejemplos de conjuntos disjuntos, el conjunto A de los números naturales, y el conjunto de las letras del alfabeto; el conjunto de los números pares y el conjunto de los números impares; el conjunto H de los hombres mayores de 25 años y el conjunto Y de las capitales europeas. 
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La característica que se establece entre estos pares de conjuntos es la de no poseer ningún elemento en común, y por tanto la unión o la intersección de tales conjuntos será siempre conjunto vacío (ø).
 DIFERENCIAS
1. ¿A qué se llama "suma booleana"?


Al conjunto formado por los elementos 
que no pertenecen a la intersección de 
dos conjuntos.



2. ¿Cuándo dos conjuntos se 
denominan disjuntos?


Cuando no tienen ningún elemento en 
común.

RELACIONES BINARIAS

Una operación aplicada a los elementos de un conjunto recibe también el nombre de ley de composición interna en el conjunto. 

Puede ocurrir que un conjunto tenga más de una ley de composición interna, y entonces cada operación se indicara con un signo distinto.
Son relaciones elemento a elemento entre los elementos de un mismo conjunto. 

Dados dos elementos a y b pertenecientes ambos al conjunto A, para expresar que a está relacionado con b escribiremos a R b, que se lee “a está relacionado con b”. 

Así, pues, una relación binaria es una correspondencia entre los elementos de un mismo conjunto.

La diferencia entre aplicaciones y relaciones binarias está en que las aplicaciones son correspondencias de elementos entre distintos conjuntos y las relaciones binarias, correspondencias entre los elementos de un mismo conjunto.

Una relación binaria se puede representar mediante:
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    a) Diagrama de Venn
 Dado el conjunto A = {a, b, c, d} la relación que aparece en el diagrama de Venn indica que: el elemento a está relacionado consigo mismo; el elemento b está relacionado con el c y el c lo está con el d.

  b) Conjunto de pares
    Según esta forma de expresión, la relación binaria del diagrama de Venn anterior sería:

R = {(a, a), (b, c), (c, d)}
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    c) Diagramas cartesianos


    La expresión matemática de una relación binaria es:

    x, y C,


x  R  y   (x, y)  R  CC
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    En efecto, si se forma el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo (CC) una relación binaria será un subconjunto K formado por varios pares, pertenecientes todos ellos al producto cartesiano CC. K es un subconjunto de CC.

Los productos cartesianos aparecen muy frecuentemente en matemáticas. 

Por ejemplo, el plano de los números complejos es R x R, donde R es la recta real, o conjunto de todos los números reales. 

La superficie terrestre es producto cartesiano de la circunferencia del ecuador por la del meridiano origen, pues cada punto aparece determinado por el par ordenado (longitud-latitud). 

La superficie lateral de un cilindro puede considerarse como el producto cartesiano de la circunferencia de un círculo (base) por un segmento rectilíneo (generatriz), tomados estos tres elementos –superficie lateral, circunferencia y generatriz– como conjuntos de puntos. 

PROPIEDADES DE UNA RELACIÓN BINARIA
REFLEXIVA O IDÉNTICA
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad reflexiva cuando todos los elementos del conjunto en el que esta definida la relación se relacionan consigo mismos. Es decir, que:

 x, x  C     x R x     (x, x)  K  C  C

que se lee: “Para todo x, siendo x perteneciente al conjunto C, x esta relacionado con x, si y sólo si el par (x, x) pertenece al subconjunto K que está contenido en el producto cartesiano C  C”.

Obsérvese que si una relación es reflexiva, cada elemento lleva un conjunto:    [image: image4.png]



Ejemplo: Sea el  C = {1, 2, 3, 4}

Un conjunto participa de la propiedad reflexiva si y sólo si todos sus elementos están relacionados consigo mismos.

Por ejemplo, si en un conjunto de números enteros establecemos la relación binaria "ser de la misma paridad que", esta relación tiene la propiedad reflexiva. 

En cambio la relación a R b si y sólo si a + b = ab, sólo es reflexiva para el 2 y el 0.
    Se considera la relación “ser igual a”. Dicha relación tiene la propiedad reflexiva, porque todos los elementos del conjunto están relacionados consigo mismos, ya que:

1 = 1  1R1
2 = 2  2R2
3 = 3  3R3
4 = 4  4R4
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Un conjunto con relaciones entre sus elementos se llama un relativo. 

Un conjunto con operaciones entre sus elementos recibe, según algunos, la denominación de un álgebra. 

Tanto las álgebras como los relativos son estructuras.

 Una estructura es, en suma, un conjunto sobre el que se han definido ciertas relaciones y ciertas leyes de composición, interna o no. 

Ejemplos particulares de estructuras son las de grupo, anillo, cuerpo y otros conceptos matemáticos.
    Si expresamos esta relación mediante un diagrama de Venn se tendría:

Un conjunto con relaciones entre sus elementos se llama un relativo. 

Un conjunto con operaciones entre sus elementos recibe, según algunos, la denominación de un álgebra. 

Tanto las álgebras como los relativos son estructuras.

 Una estructura es, en suma, un conjunto sobre el que se han definido ciertas relaciones y ciertas leyes de composición, interna o no. 

Ejemplos particulares de estructuras son las de grupo, anillo, cuerpo y otros conceptos matemáticos. 

ANTIRREFLEXIVA
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad antirreflexiva cuando ningún elemento está relacionado consigo mismo.
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    Ejemplo: En el conjunto D = {1, 2, 3} la relación representada por el gráfico de flechas cumple con esta propiedad, puesto que ningún elemento está relacionado consigo mismo.
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 En el conjunto C = {a, b, c, d} representado a la derecha, la relación R = {(a, a), (b, c)} no cumple con la propiedad antirreflexiva, ya que el elemento a está relacionado consigo mismo
    Esta relación (al igual que las restantes), por estar contenida en un producto cartesiano de dos conjuntos, puede también  representarse así:
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 En una relación binaria (conjunto de pares ordenados de elementos) entre dos conjuntos, o en el producto cartesiano de un conjunto consigo mismo, se denomina dominio de la relación al conjunto de todos los primeros miembros de los pares ordenados que constituyen la relación; se llama imagen de la relación al conjunto de todos los segundos miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.

   BINARIA
1. ¿Qué son las relaciones binarias?
2. ¿Cuándo existe la propiedad antirreflexiva en una relación binaria? 

PROPIEDAD SIMÉTRICA
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad simétrica, dados dos elementos x e y cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, cuando cumple que si el elemento x está relacionado con el y, entonces el y está relacionado con el x. Es decir, que:

x,     y, si xRy  yRx   (x, y)  K  (y, x)  K, KC  C

    En resumen, si x se relaciona con y e y se relaciona con x, siendo x e y elementos cualesquiera de un conjunto C en el que se ha definido la relación se cumple esta propiedad. Obsérvese que si hay una flecha    hay también otra  .

    Ejemplo 1: La relación R definida en:

C = {a, b, c, d}
R = {(a, a),(b, b),(c, c),(d, d),(c, a),(c, d),(d, c)}

no cumple la propiedad simétrica pues el elemento c está relacionado con el a y el a no lo está con el c Por el contrario, esta relación sí cumple la propiedad reflexiva:
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 Un ejemplo de relación no numérica que tiene la propiedad simétrica es la de pertenencía: siempre se cumple que si x es del mismo conjunto que y entonces y es del mismo conjunto que x.
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  Ejemplo 2: La relación R representada en el diagrama sí cumple con la propiedad simétrica:

En el conjunto de 5 hermanos (todos chicos) se considera la relación "ser hermano de". Esta relación tiene la propiedad simétrica, ya que si un hermano lo es de otro, el segundo es también hermano del primero.

Si imaginamos una pista de baile en la que múltiples parejas danzan al compás de un vals, y consideramos la relación "ser pareja de", observaremos que la relación participa de la propiedad simétrica. Si Antonio es pareja de Isabel, ésta lo es también de Antonio.

PROPIEDAD ANTISIMÉTRICA
Si consideramos el conjunto de todas las personas, observamos que la relación ´ser hermano deª tiene la propiedad antisimétrica, y no la simétrica, puesto que, si Pablo es hermano de María, María no es hermano de Pablo, sino hermana. 

De otro modo: x R y &&& y R x,o bien (x, y) = (y, x)
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad antisimétrica si dados dos elementos x e y cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, y distintos entre sí, se cumple que si x está relacionado con y, entonces y no está relacionado con x.

    Es decir, 
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 Aquí aparecen las flechas en un sentido pero no en el inverso. R- significa “no esta relacionada con”.

    Ejemplo: En el conjunto de los números naturales (enteros y positivos) se considera la relación “ser múltiplo de”.

    Según esta relación, el 4 estaría relacionado con el 2, puesto que 4 es múltiplo de 2, el 6 estaría relacionado con el 3, etc... Pero el hecho de que el 6 esté relacionado con el 3 no quiere decir que el 3 esté relacionado con el 6. En efecto, el 3 no está relacionado con el 6, ya que 3 no es múltiplo de 6. Luego se cumple que: 

si      4 R 2  =>     2 R 4

que se lee “si el 4 está relacionado con el 2, el 2 no está relacionado con el 4”.

6 R 3   =>    3 R 6,   etc.

    En consecuencia, esta relación R “ser múltiplo de” cumple la propiedad antisimétrica.

    Debe tenerse en cuenta que la propiedad antisimétrica no es la contraria de la simétrica. Como se ha visto, ambas propiedades responden a ideas distintas. Lo único que se puede afirmar, en relación a ambas, es que si una relación tiene la propiedad antisimétrica, seguro que no cumple la simétrica y viceversa; es decir, que una relación no puede a la vez satisfacer ambas propiedades.

Consideremos un partido de fútbol entre dos equipos. 

Cada jugador recibe el marcaje de otro jugador del equipo contrario y a la inversa. 

Si establecemos la relación "marcar a", ésta no tiene porqué ser necesariamente simétrica. 

En el caso de que Pedro marcara a Juan y Juan marcara a Felipe (y así sucesivamente) nos encontraríamos ante una relación antisimétrica
PROPIEDAD TRANSITIVA
    Se dice que una relación binaria tiene la propiedad transitiva, cuando dados tres elementos x, y, z cualesquiera, pertenecientes al conjunto en el que se ha definido la relación, se cumple que si el elemento x está relacionado con el y, y el elemento y está relacionado con el z, entonces el elemento x está relacionado con el z. 

Es decir, se cumple que: que se lee del modo siguiente: “para todo x, y, z pertenecientes al conjunto C, si x está relacionado con y e y está relacionado con z, implica que x está relacionado con z, es decir, que si los pares ordenados (x, y) e (y, z) pertenecen al subconjunto K del producto cartesiano C  C, que constituye la relación, entonces el par ordenado (x, z) también pertenece a dicho subconjunto K.
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Una relación R en un conjunto S es transitiva si para todo x, y y z de S, siempre que x R y y y R z, se tiene x R z.
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Tomemos de nuevo el conjunto de cinco hermanos visto anteriormente. 

Si consideramos la relación "ser hermano de", esta no sólo poseerá, como ya se vio, la propiedad simétrica, sino también la propiedad transitiva, pues si el primer hermano lo es del segundo y éste lo es del tercero, aquél lo será asimismo del tercero, y así sucesivamente entre los cinco hermanos.
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    Obsérvese que si se representa mediante un diagrama de Venn una relación binaria que cumpla esta propiedad transitiva, aparece una flecha (señalada en el gráfico con doble trazo) a modo de camino directo entre dos elementos.

    Ejemplo 1: En el conjunto de las rectas de un plano se define la relación R “ser paralela a”.

    Dicha relación goza de la propiedad transitiva, ya que si elegimos tres rectas al azar, de entre las rectas del plano, s1, s2, s3 y se cumple que si s1 es paralela a s2, y a su vez s2 es paralela a s3, necesariamente s1 deberá ser paralela a s3.

    Ejemplo 2: En el conjunto de los triángulos se considera la relación: “ser semejante a...” Dicha relación goza de la propiedad transitiva. En efecto, si el triángulo t1, elegido al azar entre el conjunto de los triángulos, es semejante al triángulo t2 (por tener los ángulos iguales y los lados proporcionales) y a su vez el triángulo es semejante al triángulo t3, necesariamente el triángulo t1 es semejante al t3; luego esta relación en este conjunto goza de la propiedad transitiva:
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    El símbolo  significa “ser semejante a...”.

    El símbolo  (aún no usado) significa: “ser aproximadamente igual a...”.

    Ejemplo 3: En el conjunto C = {a, b, c, d} se considera la relación binaria definida por el siguiente subconjunto K  C  C:

R = K = {(a, b), (a, c), (b, c), (a, d)}
(1)   (2)    (3)
    Esta relación R tiene la propiedad transitiva ya que a está relacionado con b (1), b está relacionado con c (2), y también a está relacionado con c (3).

    A continuación se expone un resumen de identificación de las distintas propiedades de las relaciones en cuanto a su representación en diagramas de Venn:

– Propiedad reflexiva

	Cada elemento presenta un bucle
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     – Propiedad simétrica

	La relación tiene las flechas  siempre por pares
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	o de la forma
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        – Propiedad transitiva

	La relación tiene una flecha de a a b, otra de b a c, y otra flecha de a a c. 
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    – Propiedad antirreflexiva

	Nunca hay
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 – Propiedad antisimétrica

	Nunca hay
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– Propiedad antitransitiva 

	Nunca hay
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En un conjunto X, cualquiera que éste sea, si aplicamos a los elementos la relación de pertenencia a ese conjunto, se observarán siempre las propiedades simétrica, reflexiva y transitiva


Tomemos de nuevo el conjunto de cinco hermanos visto anteriormente. 

Si consideramos la relación “ser hermano de”, esta no solo poseerá, como ya se vio, la propiedad simétrica, sino también la propiedad transitiva, pues si el primer hemano lo es del segundo y éste lo es del tercero, aquél lo será asimismo del tercero, y así sucesivamente entre los cinco hermanos. 

Muchas veces la inversa de la propiedad transitiva es también transistiva; por ejemplo, en la relación “ser mayor que” se cumple que si a no es mayor que b y b no es mayor que c, entonces a no puede ser mayor que c. 

Sin embargo, en la relación “ser paralela a” se puede dar que a no sea paralela a b, y b no sea paralela a c, pero a y c sean paralelas.. 

 SIMETRÍA
1. ¿Cuándo tiene la propiedad antisimétrica una relación binaria?
2. ¿Cuándo existe la propiedad transitiva? 

RELACIÓN DE EQUIVALENCIA
    Se dice que una relación binaria es de equivalencia,  si cumple las tres propiedades siguientes: reflexiva, simétrica y transitiva. Haciendo uso del lenguaje matemático se tendría:

1.º) 
a C  a  a  propiedad reflexiva que se lee: “para todo elemento perteneciente al 
conjunto C en el que se ha definido la relación binaria se cumple que a está 
relacionado con a.

2.º)
  a,  b, a,b  C, si a  b   b  a, propiedad simétrica, que se lee: “para todo 
elemento a y para todo elemento b, ambos pertenecientes al conjunto C en el que se ha 
definido la relación binaria, si se cumple que a está relacionado con b, entonces b está 
relacionado con a.

El concepto de relación de equivalencia está implicitamente ligado a todo el desarrollo de la matemática, pues es fundamental en cualquier proceso de abstracción. 
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La igualdad, las congruencias en el conjunto de los números enteros, el paralelismo de rectas o planos son relaciones de equivalencia.
3.º) 
 a,  b,  c, a, b, c  C, si a  b  b  c  a  c, propiedad transitiva que se lee: 
“para todos los elementos a, b, c, siendo a, b, c pertenecientes al conjunto C en el que  se ha definido la relación binaria, si a está relacionado con b y b lo está con c, entonces necesariamente a está relacionado con c.

    Ejemplo: En el conjunto de las rectas del plano C se considera la relación “ser paralela a...”.

     Como puede observarse en el gráfico, cualquier recta del plano es paralela a sí misma; luego se cumple la propiedad reflexiva, que dice:

r, r  C, r  r

    Además, si una recta r1 es paralela a otra r2, necesariamente r2 es paralela a r1, luego se cumple la propiedad simétrica:

r1,    r2, r1, r2  C
si r1  r2  r2  r1
    Por último, si una recta del plano r1 es paralela a otra r2 y esta última es paralela a una tercera r3, entonces necesariamente r1 es paralela a r3, luego se cumple la propiedad transitiva:

r1   r2    r3, r1, r2, r3  C
si     r1  r2  r2  r3 
 r1  r3
Clase de equivalencia
    Dada una relación de equivalencia entre los elementos de un conjunto C, se denomina clase de equivalencia a cada uno de los posibles subconjuntos de C formados por elementos relacionados entre sí. 

Es usual representar cada clase de equivalencia por uno de los elementos pertenecientes a dicha clase. 

Así, por ejemplo, si en el conjunto de las palabras de una página de un libro se define la relación R “empezar con la misma letra del alfabeto”, el conjunto de las palabras que comenzarán con la letra m formarán una clase de equivalencia que podría denominarse la clase {{modo}}, suponiendo que se eligiera esta palabra como representante de la clase. 

Lógicamente, los restantes elementos de la clase {{modo}} estarían relacionados con esta palabra.
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     Si se considera en el conjunto C del gráfico anterior la relación “ser paralela a”, se observa que existen 2 grupos diferenciados de rectas. 

Uno de ellos formados por rectas paralelas a r1, que constituyen una clase de equivalencia que podría denominarse {{r1}}. 

El otro grupo, formado por rectas paralelas a r2, constituye asimismo una clase de equivalencia que podría denominarse {{r2}}. 

Si se hubiera considerado todas las rectas del plano, las clases de equivalencia serían infinitas.

Conjunto cociente
    Se denomina conjunto cociente al conjunto formado por todas las clases de equivalencia que resultan en un conjunto C cuando se establece en él una relación de equivalencia ´.

    Se representa de manera abreviada por:

[image: image14.png]



donde CC significa producto cartesiano de CC y ´ representa la relación de equivalencia definida en el conjunto. En el ejemplo del apartado anterior el conjunto cociente sería:
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= {{{r1}, {r2}}}

   Es decir, estaría únicamente formado por las clases de equivalencia {{r1}} y {{r2}}, ya que estas dos son las únicas clases existentes.

Obsérvese que en dicho ejemplo el conjunto C está formado por 6 elementos, mientras que el conjunto cociente [image: image16.png]


  únicamente consta de dos. La noción de conjunto cociente se utiliza mucho en la práctica para clasificar los elementos de un conjunto.

El conjunto cociente de las rectas del plano por la relación de equivalencia constituida por el paralelismo son las clases de rectas paralelas entre sí, es decir, los subconjuntos formados por rectas que tienen la misma dirección.. 

   EQUIVALENCIA
1. ¿Cuándo se dice que una relación es de equivalencia?
2. ¿Cuándo una relación es de orden parcial? 

RELACIÓN DE ORDEN
    Existen distintos tipos de relaciones de orden, atendiendo, por un lado, a las propiedades que cumplen y, por otro, a los elementos que están relacionados.

El nombre de relación de orden se comprenderá si se piensa que una relación de este tipo en un conjunto permite ordenar por lo menos algunos de sus elementos. 

Así, en el caso citado de los números naturales, N, tenemos que es posible escribir 2 61890, por ejemplo, fijando un orden entre algunos elementos de N..
    Se dice que una relación binaria es de orden amplio cuando cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

    Si únicamente cumple las propiedades antisimétrica y transitiva, se dice que es de orden estricto.

    En cuanto a los elementos que se relacionan entre sí, una relación es de orden total cuando todos los elementos del conjunto se relacionan entre sí, lo que se traduce en un diagrama lineal, como se verá más adelante.

    Se dice que una relación es de orden parcial cuando sólo algunos de los elementos se relacionan entre sí. Esta relación se expresa mediante un diagrama ramificado.
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    Ejemplo: En el conjunto de los números N se considera la relación “ser menor o igual que” (el símbolo de menor o igual es  donde , significa menor y  significa menor o igual:

    Comprobamos que se trata de una relación de orden amplio total. En efecto, es de orden amplio porque cumple las tres propiedades: reflexiva, antisimétrica y transitiva. 

    1) reflexiva, ya que cada número es igual a sí mismo:

1 = 1
6 = 6
9 = 9
23 = 23
etc...

    2) antisimétrica, ya que si un número a es menor que otro b, el segundo es forzosamente mayor que el primero, luego si: 

aRb   b R a
a,  b,   a, b  N
1  6 => 6  1

    3) transitiva, ya que si un número a es menor que otro b y este número b es menor que otro c, forzosamente a es menor que c luego:

aRb  bRc   aRc
 a,  b,  c, a, b, c  N

que se lee si a está relacionado con b y b está relacionado con c, entonces a está relacionado con c, siendo a, b, c números cualesquiera pertenecientes al conjunto N de los números. Así: 

	1  6 
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	 1  9

	6  9
	
	


    Esta relación «ser menor o igual» es además de orden total, ya que todos los elementos (los números l, 6, 9, 23 en este caso) se pueden colocar de modo que estén ordenados por esta relación. 

    En efecto: 

    1 , 6 , 9 , 23; además, y como resulta lógico por tratarse de una relación de orden total, el diagrama de representación es lineal. 

Para el desarrollo de la teoría de conjuntos fue decisiva la colaboración de Nicolas Bourbaki y su extensa obra Elementos de Matemáticas. 

El nombre Nicolas Bourbaki corresponde a un seudónimo colectivo adoptado por un grupo de matemáticos franceses especialistas en distintas ramas de las ciencias exactas. 

La edad tope es de cincuenta años , por lo que existe una continua renovación entre sus miembros. 

Su propósito es el de recrear (en sentido literal) las matemáticas partiendo de unos principios totalmente

REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE UN CONJUNTO ORDENADO
    Se denomina conjunto ordenado a todo conjunto en el que se haya definido una relación de orden.

Dado un conjunto ordenado X y una parte A  X se llama cota superior o mayorante a todo elemento a  X tal que a  x para todo x  A; de modo análogo, una cota inferior o minorante será un elemento b X tal que b  x para todo x  A. 

Dichas cotas se denominan primer y último elemento de A respectivamente.    

Por tratarse de relaciones binarias, que en el fondo no son sino correspondencias de un conjunto consigo mismo, se pueden representar las relaciones de orden mediante algunas de las formas ya conocidas empleadas para la representación gráfica de correspondencias.

    Así, en el conjunto A = {2, 3, 4, 5, 6}, si se considera la relación de orden «ser mayor que», es fácil representar la relación de orden definida en A mediante un diagrama cartesiano o uno de Venn (sagital). 

El grafo de la relación será: 

G = {(3,2) (4,3) (4,2) (5,4) (5,3) (5,2) (6,5) (6,4) (6,3) (6,2)}. 

  [image: image244.png]


  Mediante un diagrama de Venn:

    Dos tipos de representación cartesiana:
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ORDENADO
1. ¿A qué se denomina conjunto ordenado?
2. ¿Qué es el producto cartesiano de dos conjuntos A y B.? 

PRODUCTO ARTESIANO DE DOS PRODUCTOS AxB
    Dados dos conjuntos A y B, se llama producto cartesiano de los dos conjuntos, y se representa mediante AB, al conjunto formado por todos los pares ordenados posibles cuyo primer elemento se toma de A y el segundo de B.

Utilizando los símbolos estudiados en los apartados anteriores se tendría: 

AB = {(a, b) /a  A   b  B}

    Recordemos el significado de los símbolos utilizados en la expresión anterior: 

{ } 
idea de conjunto
(a, b)
idea de par ordenado
/ 
tal que o tales que
 
pertenece a
 
y

producto, y se lee “multiplicado por” o “por”.
 

El filósofo y matemático René Descartes, nació en La Haye (Turena) en 1596, y murió en 1650 en Estocolmo a donde había ido un año antes invitado por la reina Cristina. 

Dotado de una inteligencia privilegiada, enriqueció todas las ramas del saber: desde las Matemáticas y la Fisica hasta la Metafisica y la Medicina. 

Es el creador de la geometría analítica e inventor de las coordenadas que llevan su nombre
   Puede suceder que los conjuntos A y B coincidan: B = A, o bien que tengan algún elemento común.

    Ejemplo: Dados los conjuntos 

A= {l, 2, 3} y  B = {a, b}

el producto cartesiano AB sería el siguiente:

AB = {(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}

ya que éstos son todos los pares que se pueden formar tomando el primer elemento del primer conjunto y el segundo elemento del segundo conjunto.

    Es fácil comprobar que AB no coincide con BA, puesto que ambos conjuntos están formados por distintos elementos. En consecuencia, el producto cartesiano de conjuntos no goza de la propiedad conmutativa.

Consideramos el conjunto  = {0, 1, 2, 3}, el producto cartesiano x consiste en los siguientes 16 pares ordenados:


(0,0), (0,1), (0,2), (0,3).
(1,0), (1,1), (1,2), (1,3).
(2,0), (2,1), (2,2), (2,3).
(3,0), (3,1), (3,2), (3,3)..
FORMAS DE REPRESENTACIÓN GRÁFICA DEL PRODUCTO CARTESIANO AxB
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    Existen básicamente dos formas de representación gráfica del producto cartesiano de dos conjuntos: la sagital (partiendo de diagrama de Venn), y la cartesiana (esta última forma adopta, como se verá, dos modalidades):

    A) Representación sagital. Se procede representando gráficamente mediante diagramas de Venn los dos conjuntos, y señalando mediante flechas (sagitas) todos los pares ordenados. De este modo, cada flecha representa un par ordenado donde el primer elemento del par coincide con el elemento del que sale la flecha, y el segundo elemento del par es el elemento al que llega la flecha.
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    Ejemplo 1: Sean los conjuntos A y B los siguientes:

A ={1,2,3}   B ={7,9}

    Como se ha visto, el producto cartesiano es:

AB = {(1,7), (1,9), (2,7), (2,9), (3,7), (3,9)}

y la representación sagital de este producto cartesiano sería:
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    Ejemplo 2: Dados los conjuntos A = {2, 3, 7} y B = {7, a} la representación sagital de su pioducto cartesiano AB sería:

    Como puede observarse, el par (7, 7) se representa mediante un bucle, es decir, una flecha que parte del elemento 7 y llega al elemento 7: [image: image20.png]



    Ejemplo 3: En el conjunto A= {2, 3, 4} la representación sagital del producto cartesiano AA sería: 

AA={(2,2), (2,3), (2,4), (3,2), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4)}
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    En este caso, por coincidir ambos conjuntos, se representa únicamente uno de ellos.

    B) Representación cartesiana de AB. Según esta forma de representación, se toman dos rectas perpendiculares que se corten en un punto y se señalan, en una de ellas, puntos que representen a los elementos del primer conjunto, y en la otra recta, puntos que representen a los elementos del segundo conjunto.

    Es usual tomar la recta horizontal (h) para los elementos del primer conjunto (A) y la recta vertical (v) para los elementos del segundo conjunto (B).

A Bolzano (1781-1848), filósofo y matemático checoslovaco, se le considera precursor de las teorías de Cantor por su obra Paradojas del infinito (1851) sobre las clases con infinitos elementos, en la que establece una correspondencia biunívoca entre el conjunto y una de sus partes.
    Los pares ordenados vienen representados por puntos interiores a las dos rectas perpendiculares (modalidad 1). También pueden representarse por zonas interiores (modalidad 2).

Ejemplo 1: Dados los conjuntos A= {1, 2, 3} y B = {x, y}, la representación cartesiana del producto cartesiano AB será, según las dos modalidades señaladas: 
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1) En la representaciónde AB según la modalidad 1, se observa que cada punto interior representa un par ordenado. (

    (2) En la representación de AB según la modalidad 2, cada par ordenado (a,b) está representado por una zona interna.
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CORRESPONDENCIA ENTRE DOS CONJUNTOS A Y B
    Dados dos conjuntos A y B, se entiende por correspondencia entre los dos conjuntos A y B, a todo subconjunto del producto AB. Este subconjunto se llama grafo de la correspondencia. Los elementos del primer conjunto A se llaman originales y los del segundo conjunto B imágenes.

DEFINICIÓN DE DOMINIO:
El dominio de una relación es el conjunto de todos los primeros miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.

DEFINICIÓN DE IMAGEN:
La imagen de la relación es el conjunto de todos los segundos miembros de los pares ordenados que constituyen la relación.
    De la definición dada de correspondencia se deduce que una correspondencia entre dos conjuntos A y B es un conjunto de pares ordenados elegidos entre todos los del producto cartesiano AB.

    Ejemplo: Sean A y B los conjuntos A= {1, 2, 3} y B = {a, b}. Una correspondencia C entre A y B sería: 

C = {(1,a), (1,b), (2,b)}

    El conjunto de los primeros elementos de los pares ordenados, en este caso {1, 2} se denomina dominio de la correspondencia, y el conjunto de los segundos elementos {a, b} recorrido de la correspondencia.

    Esta correspondencia puede representarse gráficamente mediante una de las tres formas vistas para la representación del producto cartesiano, ya que en realidad se trata de representar sólo algunos pares de dicho producto cartesiano.
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    1 – Representación sagital de

C = {(1,a), (1,b), (2,b)}

 


    2 – Representaciones cartesianas de C = (1,a), (1,b), (2,b)
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 La definición de correspondencia se asocia con facilidad a la noción intuitiva de correspondencia. 

Por ejemplo, si A es el conjunto de los países y B el de los idiomas, la correspondencia «tal idioma se habla en tal país» determina exactamente un subconjunto del producto cartesiano AxB: el de las parejas (a, b) tales que en el país a se habla el idioma b. 

La correspondencia inversa de ésta será el conjunto de parejas de la forma (b, a) tales que la lengua b se habla en el país a.
CORRESPONDENCIA INVERSA DE UNA DADA C-1
    Se ha visto anteriormente que una correspondencia C de un conjunto A en otro B no era más que un subconjunto del producto cartesiano AB, es decir, un conjunto de pares ordenados. Pues bien, se entiende por correspondencia inversa entre dos conjuntos A y B a un conjunto de pares ordenados de la forma (b,a) donde el elemento b pertenece al segundo conjunto B y el elemento a pertenece al primer conjunto A.

    De la definición dada de correspondencia inversa se deduce que para obtener la correspondencia inversa de una dada basta con alterar el orden de los pares ordenados (a b)   (b,a).

    Ejemplo: Dada la correspondencia C = {1,a), (1 c), (2,b)} y definida entre los conjuntos A = {1, 2, 3} y B = {a, b, c} la correspondencia inversa será:

C-1 = {(a,l), (c,l), (b,2)};

y la representación sagital de una y otra serán:

Representación sagital de C:
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Representación sagital de C-1:
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   CORRESPONDENCIA
1. ¿Cuál es la correspondencia entre dos conjuntos A y B?
2. ¿Cómo se obtiene la correspondencia inversa de una dada? 

COMPOSICIÓN, PRODUCTODE CORRESPONDENCIAS
 Considerando que con un proyector de filminas se proyecta una diapositiva A sobre una pantalla A’, es claro que cada punto p de la película viene a proyectarse en un punto p’ de la pantalla.

Esto es un ejemplo obvio de aplicación
    Dada la correspondencia H (definida entre los conjuntos A y B) y H’ (definida entre los conjuntos B y C) de manera que el conjunto imagen de la primera coincida con el conjunto original de la segunda, se entiende por composición o producto de correspondencias H y H’, y se representa por H.H’, a otra correspondencia cuyo conjunto original es el A y el imagen el C, tal que si la imagen del elemento aA por la correspondencia H’ es el elemento bB y, a su vez, la imagen del elemento bB por la correspondencia H’ es el elemento cC, se cumple que la imagen de aA en la correspondencia compuesta de H y H’ es el elemento cC. 

Ejemplo: Dadas las representaciones sagitales de las correspondencias H y H’ definidas entre los conjuntos A, B, y C respectivamente, la representación sagital de la correspondencia compuesta H.H’ resulta como sigue: 
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La correspondencia compuesta será:


    Conviene poner de relieve que ya que una correspondencia no es sino un conjunto de pares ordenados, las operaciones de unión e intersección de conjuntos siguen siendo válidas para las correspondencias.

CONCEPTO DE APLICACIÓN
    Aplicación es una correspondencia entre dos conjuntos que cumple con dos condiciones:

 a) Todos los elementos del conjunto original tienen que tener imagen. Esto equivale a decir que el conjunto inicial de la aplicación coincide con el conjunto original o dominio de dicha aplicación. 

b) Cada elemento del conjunto original tiene solamente una imagen. La representación matemática es 
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 x, x A, * y,y B/ (x,y)  C

que se lee: «Para todo x,x perteneciente a A, existe un sólo y,y perteneciente a B, tal que el par ordenado (x,y) pertenece a la correspondencia C entre A y B.»

Es frecuente, en algunos autores, indicar la aplicación mediante una letra griega. De modo que si, tomando el ejemplo anterior,  indica la proyección, A el conjunto original y A’ el conjunto final (pantalla), suelen escribir. : A  A’, o también  (A) A’
    Ejemplo: La correspondencia cuya representación sagital aparece en la página siguiente, es una aplicación, puesto que cada elemento del conjunto oríginal tiene una imagen y solamente una. Para ver si una correspondencia es aplicación basta tener en cuenta al primer conjunto únicamente.

    Esta correspondencia puede ser también representada matricialmente
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    La relación de un elemento del conjunto A con otro elemento del conjunto B, se expresa con un 1; la ausencia de relación, con un 0.

CONCEPTO DE FUNCIÓN
    Se entiende por función toda aplicación entre conjuntos numéricos. En este caso el conjunto original coincide con el inicial y el conjunto imagen con el final. La expresión matemática es f(x) =y.

    En toda función los elementos del conjunto imagen siempre proceden de algún elemento del conjunto original. Es decir, que el conjunto imagen está formado por elementos y que cumplen estas dos condiciones:

1ª) yB
2ª) x, xA/ f(x) = y 

    Ejemplo: En el conjunto de los números naturales menores de 5 se establece la siguiente correspondencia: “a cada número se le hace corresponder su cuadrado (f(x)= y = x2)”.

    Dicha correspondencia es una aplicación, ya que a cada elemento del conjunto original (x) le corresponde uno y uno sólo del conjunto imagen (y), siendo y una determinada función de x. El grafo G de esta aplicación sería:

G = {(1,1), (2,4), (3,9), (4,16)}

    Los conjuntos original e imagen serían respectivamente:

A = {1, 2, 3, 4} y B = {1, 4, 9, 16}

    En este caso, puesto que la correspondencia es una aplicación y los conjuntos original e imagen son numéricos, se trata de una función:
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Viendo la gráfica de una relación, podemos decir si es, o no es, una función. Para eso basta recorrer las columnas. 

Si en cada columna hay, cuando mucho, un punto cuyo par ordenado pertenece a la relación, entonces la relación es una función. 

Si por otra parte, encontramos una o más columnas en las que hay uno o más puntos cuyos pares ordenados pertenecen a la relación, entonces la rela
CLASES DE APLICACIONES
        Dentro de las aplicaciones, se distinguen tres tipos característicos, que cumplen ciertas condiciones. Estos tres tipos de aplicaciones se denominan aplicación inyectiva, aplicación exhaustiva y aplicación biyectiva.

Aplicación inyectiva
    Una aplicación se llama inyectiva cuando cada uno de los elementos del conjunto final es como máximo imagen de uno del original, o no es imagen de ninguno: 
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    Así, la correspondencia definida en el gráfico superior es, en primer lugar, una aplicación (todos los elementos del conjunto original x1, x2 tienen imagen y sólo tienen una imagen). 

Dicha aplicación es, además, inyectiva, puesto que cada elemento del conjunto final es como máximo imagen de uno del original. 

(Los elementos y1 e y2 son imagen de un elemento del original y el y3 no lo es de ninguno).

    Como puede observarse, para saber si una aplicación es inyectiva basta fijarse en el conjunto final. Esta norma es válida para todas las clases de aplicación.

    Las condiciones que caracterizan a una aplicación inyectiva se leen abreviada y respectivamente como sigue: 1) Dados dos elementos del conjunto original, si estos elementos son distintos, sus imágenes también lo serán; 2) Todo elemento perteneciente al conjunto imagen de la aplicación es imagen de un solo elemento del conjunto original.

Ejemplo:

A={1, 3, 8}

B={4, 6, 11, 13, 15}

C={(1,4), (3,6), (8,11)}
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    Esta correspondencia es una aplicación, ya que todo elemento de A tiene imagen y sólo una imagen. 

Es una aplicación inyectiva, ya que cada elemento del conjunto final es imagen a lo sumo de un elemento del conjunto original.

Aplicación exhaustiva o suprayectiva o subreyectiva o epiyectiva
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    Una aplicación es exhaustiva cuando todos los elementos del conjunto final son al menos (uno o más) imagen de un elemento del conjunto original: 

    Obsérvese en el gráfico anterior, ejemplo de aplicación exhaustiva, que todos los elementos del conjunto final son por lo menos imagen de un elemento del conjunto original.

Si R es el conjunto de los números reales y R’ el de los reales positivos o nulos, la aplicadón entre R y R’ definida por f(x) = x2 para xP R es una epiyección, pues dos elementos de R pueden tener una misma imagen, como en el caso f(2) = 4, y f(-2) = 4, y no hay ningún número positivo que no tenga raíz cuadrad 

    Las condiciones que caracterizan a una aplicación exhaustiva se leen respectivamente, del siguiente modo: 1) para todo elemento perteneciente al conjunto final (y) existe algún elemento del conjunto original (x) tal que f(x);2) el conjunto imagen por la aplicación coincide con el conjunto final.
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   Ejemplo: La aplicación entre los conjuntos A = {Juan, Pedro, Luis, José} y B = {Martínez, Pérez, García}, cuya representación gráfica es la de la figura adjunta, es exhaustiva pues todo elemento de B tiene por lo menos una antiimagen en A:

Aplicación biyectiva o biunívoca
    Este tipo de aplicación es a la vez exhaustiva e inyectiva. Por lo tanto, a cada elemento de A le corresponde un solo elemento de B: 
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Se dice que F es biyectiva, o que es una biyección, o una correspondencia biunívoca, cuando es inyectiva y suprayectiva: cuando para cada y  B existe un x  A y uno sólo tal que y = F(x). 

En tal caso, asociando y con x se tiene una biyección que se llama inversa de F y se designa por F–1.
   

 Las condiciones que la definen son éstas:

1) x1=x2 => f(x1) = f(x2)

2) Im(f)=B

    Ejemplo: La aplicación entre los conjuntos A = {1, 2, 3, 4} y B = {8, 16, 24, 36}, cuya representación gráfica se adjunta, es biyectiva, pues es a la vez inyectiva y exhaustiva: 
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    Una aplicación también puede ser no inyectiva ni exhaustiva ni, por tanto, biunívoca, como la aplicación que se presenta en el gráfico siguiente:
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Obsérvese que esta aplicación f no es inyectiva, porque al elemento y2 le corresponden dos antiimágenes, y no es exhaustiva porque el elemento y3 no tiene ninguna antiimagen. 

APLICACIONES ESPECIALES
[image: image260.png]



Ejemplo de correspondencia biunívoca entre los elementos de dos planos obtenidos como secciones de una misma radicación de rectas

Aplicación constante

La aplicación constante es un caso especial de aplicación exhaustiva. Un ejemplo puede ser la aplicación entre el conjunto de todas las personas y el de planetas habitados por el hombre.
    Dicha aplicación hace corresponder el mismo elemento, por el ejemplo el 1, a cualquier elemento del conjunto original:

 x, x  A   f(x) = Im(f) = 1
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Ejemplo de aplicadones iguales: f(x) = y = (x+1) (x-1), esta aplicación es igual a g(x)=y = x2 -1, es decir, f(x)=g(x).
Aplicaciones iguales

    Se dice que dos aplicaciones son iguales si a elementos iguales del conjunto original corresponden elementos asimismo iguales del conjunto imagen.

Ejemplo:

	y =
	1
	x = f(x)

	
	2
	


 

	[image: image28.jpg]






g(x)
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Como se ve, f(x) = g(x)

Una aplicación idéntica es una correspondencia unívoca entre los elementos de un conjunto A que se define como un subconjunto del producto cartesiano A´A.
Aplicación idéntica
    Dicha aplicación hace corresponder a cada elemento x del conjunto original el mismo elemento x.

    Ejemplo:
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   APLICACIÓN
1. Recuerda uno de los requisitos del concepto de aplicación.
2. ¿Qué es una función? 

FUNCIÓN CARACTERÍSTICA
    Se llama función característica de un conjunto B a la función f, que es una aplicación de un conjunto A que contiene al conjunto B sobre el conjunto {0,1}, estando definida f de la siguiente manera:

       A => {0,1}
 x  x B => f (x) = 1 
 x  x B => f (x) = 0
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    Estas condiciones pueden representarse del siguiente modo: 

    Es decir, que f es tal que hace corresponder a todo elemento del conjunto B el elemento 1, y a todo elemento de A, que no pertenezca a B, el elemento 0.

    Se recuerda que los elementos de A que no pertenecen a B constituyen el conjunto complementario de B en A, que se representa: CAB o bien B’.

El concepto de función característica se reduce a indicar si un determinado elemento x de A pertenece o no al subconjunto B de A según la función característica 
f(x) = 1 ó 0.
    Ejemplo: Sea una función g tal que A  {0,1} y g(x) = 1–f(x) (f(x) es la función característica). Se cumple que:

 x, x  CAB  x /  B  f(x) = 0
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    (por ser f(x) una función característica) como g(x) = 1-f(x), sustituyendo: g(x) = 1-0 =1.

    También por ser f(x) una función característica se cumplirá lo siguiente:

 x, x /  CAB  xB  f(x) = 1

    Sustituyendo este valor de f(x) en g(x)=1-f(x), tendremos g(x) = 1-1=0.

Si f(x) es una función característica de B  A, la función g(x)= 1-f(x) es una función característica de CAB, es decir, del complementario de B en A. La representación gráfica de  g(x)= 1-f(x) será:.
FUNCIÓN INVERSA F-1
    La noción de función inversa es idéntica a la de correspondencia inversa, es decir, es una función en la que se toman los elementos del conjunto final como originales y los del conjunto inicial como imágenes. 

Debe recordarse que por la denominación función, los conjuntos inicial y final son conjuntos numéricos, y que si se llaman elementos x a los del conjunto original e y a los del conjunto imagen, la aplicación función inversa hará corresponder un elemento x a cada uno de los elementos y. 

En resumen, la expresión de una función inversa será del tipo f–1 (y) = x. 

    Ejemplo: Para hallar la función inversa de 

	y =
	3x+5

	
	2


 

   se despeja primero la x de la expresión anterior: 

3x + 5 = 2y
3x = 2y – 5

	x =
	2y-5
	x = f(y)   (1)

	
	3
	


Como paso final, y dado que la función inversa es también una función se cambia la x por la y, y la y por la x de manera que resulte una expresión del tipo y = f(x), con lo que resultaría

	y =
	2x-5

	
	3


que se obtiene de la expresión (1) sin más que cambiar la x por la y, y la y por la x.

    Hemos estudiado hasta el momento relaciones de pertenencia (elemento-conjunto) y relaciones de inclusión (conjunto-conjunto). 

     Se entrará seguidamente en el estudio de las relaciones binarias elemento-elemento R (dentro de los elementos de un conjunto).

 

LOS NÚMEROS NATURALES

CONCEPTO DE NÚMERO NATURAL
    Cuando contamos los elementos de un conjunto, asociamos a cada elemento del conjunto un elemento de la sucesión de los números naturales 1,2,3,4,5,6,7...

Dos conjuntos de números ocupan una posición prominente en las matemáticas elementales: N, conjunto de los números naturales y Z, que es el conjunto de números enteros. N y Z son conjuntos equivalentes, pues existe una correspondencia uno a uno entre ellos.
    Cuando los números naturales se utilizan para contar, decimos que tienen la función cardinal.

    Los números naturales están ordenados. Esta ordenación permite indicar que, por ejemplo, 4 es menor que 7. Como los números naturales están ordenados, también se pueden utilizar para ordenar conjuntos, en este caso decimos que tienen función ordinal.

Pierre de Fermat (1601-1665), fue hombre de leyes y magistrado en Toulouse, pero se le conoce sobre todo como uno de los fundadores de la moderna matemática. 

En su juventud estudió con Blaise Pascal y tuvo una intensa relación epistolar con Descartes. 

Su campo de estudio predilecto fue la teoría de los números.
 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE N
    Para representar gráficamente el conjunto N de los números naturales:

N={0, 1, 2, 3, 4, 5 ... }

    Se fija en una recta un punto O como origen al que se le asocia el 0, y otro punto U al que se le hace corresponder el 1.

    Trasladando hacia la derecha la unidad de medida OU, se obtiene sobre la recta otros puntos A, B, C, D, a los que se asocian los números naturales 2, 3, 4, 5,... respectivamente.
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    La recta que se obtiene se llama recta natural.

 

COMPARACIÓN DE NÚMEROS
    Con los símbolos (>) “mayor que” y (<) “menor que”, se pueden comparar números y expresar que uno es mayor o menor que otro. También se pueden definir subconjuntos del conjunto N. Ejemplos:
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El filósofo griego Pitágoras nació probalemente en Samos hacia el siglo VI a. de C. 

Para escapar de la tiranía de Polícrates se trasladó a Crotona donde fundó una secta, el pitagorismo con sus ideas filosóficas, políticas y religiosas.

El número es el principio de todo; ésta es la base de su sistema.

 La tradición le atribuye la expresión numérica de las escalas musicales, y la enunciación en geometría del teorema que lleva su nombre
 ADICIÓN
    La adición es la primera operación interna que aprendemos con los números naturales. Sabemos que esta operación tiene las siguientes propiedades:

A) ASOCIATIVA
para todo a, b, c,  N, (a + b) + c = a + (b + c).

B) CONMUTATIVA
para todo a, b,  N, a + b = b + a.

C) ELEMENTO NEUTRO:
el elemento neutro para la adición es el 0,  a + 0 = 0 + a = a.

 SUSTRACCIÓN
    La sustracción o diferencia a-b entre dos números naturales a y b solo es posible si a>b y consiste en hallar el número x que sumado con b dé a.

x + b = a; se expresa x = a - b.
Si a < b, la ecuación x + b = a no tiene solución en N.

 MULTIPLICACIÓN
    Dados los números naturales a y b, se define:

a x b = a +...+ a
        Si b es superior a 2

• Si b = 1, entonces a x 1 = a
• Si b = 0, entonces a x 0 = 0 

a x b = también se designa a · b o ab

Se verifican las siguientes propiedades:

A) CONMUTATIVA: Para todo a, b,  N, ab = ba

B) ASOCIATIVA: Para todo a, b, c,  N (ab) c = a (bc)

C) ELEMENTO NEUTRO: El 1 es el elemento neutro de la multiplicación para todo a  N a · 1 = a

D) NULO: Un producto de factores es nulo únicamente si uno al menos de los factores es nulo, es decir: a · b = 0 únicamente si a = 0 ó b = 0.

E) DISTRIBUTIVA: La multiplicación es distributiva respecto de la adición y respecto de la sustracción.

Para todo a, b, c,  N, a x (b + c) = ab + ac
Para todo a, b, c,  N  a x (b - c ) = ab - ac
Los múltiplos de un número (a) se obtienen multiplicando el número a por la sucesión de los números naturales.
N = { 0, 1, 2, 3, ...}
A = { 0, a, 2 a, 3 a, 4 a... n a}

 DIVISIÓN
    Un número a es divisible por otro b cuando la división a:b es exacta, es decir existe c [ N tal que, a =b·c

 POTENCIACIÓN
    Se llama potenciación al producto de varios factores iguales.

    Para representar la potenciación se toma uno cualquiera de los factores -ya que todos son iguales- y con un número volado a la derecha de éste se indica el número de veces que ese número se ha multiplicado por sí mismo.

2  2 = 22
3  3  3  3 = 34
25  25  25 = 253
    El factor que se ha de multiplicar por sí mismo se llama base; el número que indica las veces que se ha de multiplicar, exponente y el resultado potencia. Así, cuatro es la segunda potencia de dos; ocho, la tercera; etc.

El primer sistema de axiomas con el propósito de definir el número natural fue formulado por el italiano Giuseppe Peano, en 1889. 

Diversas formulaciones actuales de estos axiomas difieren ligeramente de la primitiva, pero, como en lo esencial son equivalentes, reciben también el nombre de axiomas de Peano.

En la segunda mitad del siglo XIX, el matemático Kronecker afirmó que los números naturales eran obra de Dios y todo lo demás, en matemáticas, obra del hombre. 

En términos parecidos, a pesar de la disparidad de sus puntos de vista filosóficos, opinaba Poincaré, para el cual, el origen de los números naturales habría de buscarse en una disposición especial de nuestra mente.
NATURALES
1. ¿Qué se dice si dos conjuntos son coordinables? 

 
 RADICACIÓN
RADICALES DE ÍNDICE
    Consideremos que A es un número real cualquiera y n>1 número natural. Se dice que x en una raíz n-ésima de A, y se escribe n, cuando se verifica xn=A.
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    El símbolo n se llama RADICAL DE INDICE n de A

• n es el índice del radical o raíz.
• A es el radicando.

    De la definición n y de las propiedades de las potencias se deduce que: 

    a) Si el índice es IMPAR: la raíz de un número real es otro número real del  mismo signo que el radicando.

    b) Si el índice es PAR y el radicando es POSITIVO, existen dos raíces que son números reales opuestos.

    c) Si el índice es PAR y el radicando es NEGATIVO, no existe RAÍZ REAL.

RADICALES
    ¿De qué número es la tercera potencia 27? ¿Cien es la segunda potencia de qué número? Hallar el número cuya cuarta potencia es 625. Es decir, hay que hallar números a, b, c, tales que a3 = 27; b2 = 100; c4 =625.

    La operación que resuelve este tipo de problemas se llama radicación. Simbólicamente se representa

3  = a            = b
    Los números a, b, c (3, 10 y 5, respectivamente) se llaman raíz: 3 es la tercera raíz –o raíz cúbica– de 27; 10 es la segunda raíz -o raíz cuadrada- de 100, 5 es la raíz cuarta de 625, ya que 33 = 3 x 3 x 3 = 9 x 3 = 27; 100 = 10 x 10 = 100; 54 = 5 x 5 x 5 x 5 = 25 x 5x 5 = 125 x 5 = 625; Se llama radical al signo  

   
    Los números situados debajo del radical (27, 100, 625, en los ejemplos) se llaman radicandos. El exponente de la potenciación son los índices de la radicación (como se habrá observado el índice dos no se indica).

Algunos autores consideran que el cero es el primero de los números naturales, y utilizan la expresión N* para designar el conjunto de los números enteros positivos, que corresponde a N – {0}. 

El signo Z representa para ellos el conjunto de los números enteros (positivos, negativos y cero). 

Para otros, en cambio, N = {l, 2, 3, 4,... }; cuando se refieren al conjunto N <  lo denominan el conjunto de los enteros, y llaman enteros relativos al conjunto de los enteros positivos, negativos y el cero
PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON LOS NÚMEROS NATURALES
   I. Si operamos la suma de dos números naturales obtendremos siempre otro número natural. Por esta razón se dice que la adición es una operación cerrada o clausurativa.

    Obsérvese que, por el contrario, la sustracción no es clausurativa en el conjunto de los números naturales: no puede obtenerse ningún número natural como resultado de la sustracción cuando el minuendo es menor que el sustraendo.

    Es decir, si a es menor que b, no existe ningún c  N tal que a – b = c por que entonces se tendría que a = b + c y la suma a sería menor que uno de los sumandos.

    II.  La adición de números naturales es asociativa. Así, la suma:

2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 5 + 4 + 5 + 6 = 9 + 5 + 6 =14 + 6 = 20

pero también:

2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 2 + 3 + 4 + 11 =2 + 3 + 15 = 2 + 18 = 20

y también:

2 + 3 + 4 + 5 + 6 =5 + 9 + 6 = 5 + 15 = 20

etcétera, es decir.

2 + 3 + 4 + 5 + 6 =(2 + 3)+ 4 + 5 + 6 =(5 + 4) + 5 + 6 =(9 + 5) + 6 =14+ 6 = 20
2 + 3 + 4 + 5 + 6 =2 + 3 + 4 + (5 + 6) =2 + 3 + (4 + 11) =2 + (3 + 15) =2 + 18 = 20
2 + 3 + 4 + 5 + 6 =(2+ 3) + (4+ 5) + 6 =5 + (9 + 6) =5 + 15 = 20

y sin duda que todavía podríamos continuar agrupando los números de muchas otras maneras y siempre se obtendría el mismo resultado como resultado final de la suma.

    Esta propiedad se expresa:   a + b + c = a + (b + c) = (a + b) + c    para cualquiera a, b, c números naturales.

Cinco sencillos axiomas permiten el desarrollo de la aritmética elemental:

 I) 1 es un número natural; 

II) para cada número natural n, existe otro número natural n’, unívocamente determinado, llamado siguiente de n; 

III) 1 no es siguiente de número natural;

IV) los siguientes de números naturales diferentes son siempre diferentes; 

V) una propiedad que se cumpla para el número 1, y que, si se satisface para un número natural, se satisface tambien para su siguiente, se cumple para todos los números naturales.
    III. El cero es el elemento neutro de la adición o aditivo.

    La suma de un número y el cero es el mismo número:

a + 0 = 0 + a = a

cualquiera que sea el elemento a de los números naturales.

    IV. La adición de los números naturales tiene la propiedad conmutativa. Esto significa que no importa el orden de los sumandos, la suma es siempre la misma: 2 + 3 = 3 + 2 = 5; 23 + 42 = 42 + 23 = 65; en general a + b = b + a, cualesquiera que sean a, b de los números naturales.

    V. El producto de números naturales es siempre otro número natural. Es decir, el producto de números naturales es también una operación cerrada o clausurativa.

    VI. El producto de números naturales tiene propiedad asociativa: 

a x b x c =
a x (b x c) =
(a x b) x c

cualesquiera que sean a, b, c números naturales.

    VII. El 1 es el elemento neutro del producto o multiplicativo. 

Así, 1 x a = a x 1 = a, para cualquier a natural.

    VIII. El producto de números naturales tiene la propiedad conmutativa:

 a x b = b x a, cualesquiera que sean a, b números naturales.

    IX. La multiplicación tiene la propiedad distributiva respecto a la adición y sustracción de números naturales. Así: 

4 x (5 + 3) = (4 x 5) + (4 x 3) = 20 + 12 = 32

en general

(a + b) c = ac + bc

cualesquiera que sean a, b, c números naturales. Análogamente, en la sustracción: 

(a – b) c = ac – bc

Ejemplo:

(5 – 3) x 4 = (5 x 4) – (3 x 4) = 20 – 12 = 8

    Esta propiedad tiene interesantes aplicaciones en el momento de hacer ciertos cálculos:

627 x 11 = 627 x (10 + 1) = 6270 + 627 = 6897
627 x 9 = 627 x (10 – 1 ) = 6270 – 627 = 5643

Giuseppe Peano (1858-1932) proporcionó a la aritmética elemental una base axiomática análoga a la de las geometrías estableciendo una definición implícita de los números naturales mediante cinco axiomas sencillos, de los cuales es fundamental el quinto, denominado principio de inducción completa
    X. El cociente de dividir un número por 1 es igual al mismo número: a/1 = a, cualquiera que sea a.

    XI. El cociente de dividir cualquier número distinto de cero por sí mismo es 1: a/a = 1, siempre que a  0.

    XII. El cociente de dividir 0 por cualquier número es 0.      0/a = 0

    XIII. El producto de 0 por cualquier número es 0, es decir expresiones del tipo x; 0 = a son ciertas para cualquier número natural x si a = 0 y no tienen solución (no existe x natural) si a0. 

x · 0 = 0 · x = 0

    XIV. Expresiones del tipo 0/0 ó a/0 no representan ningún número, en efecto (por XIII):

    a) el cociente 0/0 puede ser cualquier número.

    b) el cociente a/0 no existe (no puede ser ningún número).

 OPERACIONES

1. ¿Cómo se indica la operación de la “división”?
2. ¿Qué es la potenciación? 

PROPIEDADES

1. ¿Cuál es la primera propiedad de los números naturales en una operación?
2. ¿Qué significado tiene la propiedad conmutativa ?

SISTEMAS DE NUMERACIÓN
    Aparte del sistema de numeración de base diez o decimal usado normalmente, es de destacar el de base dos o binario empleado en informática. 

Su utilidad viene dada por usar únicamente dos símbolos, 1 y 0, que representan estados de 

carga y descarga respectivamente:   11010 = 0 + 2 + 0 + 8 + 16 = 26

La numeración escrita se basa en dos principios muy familiares: el valor relativo de las cifras, y la utilización del cero. 

En la escritura de un entero, el primer dígito de la derecha indica unidades simples (o de primer orden), el del segundo lugar, unidades de segundo orden, y así sucesivamente. 

El cero indica la carencia de unidades del orden correspondiente.
    Las distintas posiciones del 1 indican las potencias de 2.

1 = 1; 10(2 = 2; l00(2  =22 = 4; 1.000(2 = 23 = 8;  10.000(2 = 24 = 16; 100.000(2 = 25 = 32;......

    En el sistema decimal, los lugares ocupados por cada cifra reciben un nombre: sea, por ejemplo, el número 2395084167, desde la derecha cada grupo de tres cifras recibe el nombre de periodo, 2 395 084 167. 

En cada periodo, de derecha a izquierda, las cifras representan unidades, decenas y centenas. 

El primer periodo es simple, el segundo corresponde a los millares, después siguen los de los millones, de los millares de millones, de los billones, etc.

    Así el número anterior tiene: 

7 unidades
6 decenas
1 centena
4 unidades de millar
5 decenas de millar
(0 centenas de millar)
5 unidades de millón
9 decenas de millón
3 centenas de millón
2 unidades de millares de millón

y se lee: dos mil trescientos noventa y cinco millones ochenta y cuatro mil ciento sesenta y siete.

En el sistema de numeración decimal, como en todo sistema de numeración posicional, los números enteros y positivos se representan siempre mediante secuencias ordenadas finitas de números, no negativos, inferioresa cierto número prefijado o base del sistema: 10 en el caso del sistema decimal.
Considérese la suma 25 + 16, se tiene:

25 + 16 = 

= (20 + 5) + (10 + 6) (1) = 

= 20 + (5 + 10) + 6 (2) = 

= 20 + (10 + 5) + 6 (3) =

= (20 + 10) + (5 + 6) (2) = 

= 30 + 11   (4) = 

= 30 + (10 + 1) (1) = 

= (30 + 10) + 1 (2) =

= 40 + 1 = 41 (4)

    Se ha utilizado: 

(1) 
definición del sistema base 10; 

(2) 
propiedad asociativa de la suma; 

(3) 
propiedad conmutativa de la suma; 

(4) 
definición de la suma.

Preguntas:
1.      ¿Qué diferencia existe entre un sistema de numeración aditivo y un sistema de numeración posicional?

2.      ¿Cuántos signos se necesitan en un sistema aditivo para representar todos los números enteros?

3.      ¿Cuál de las siguientes igualdades es correcta?

a)    111(2 = 8(10
b)    171(8 = 311(6
c)    215(7 = 420(5
4.      ¿Cuántos signos son necesarios en el sistema hexadecimal de numeración para representar todos los números? ¿Qué signos son los que se acostumbran a escoger para escribir los números en el sistema hexadecimal?

5.      ¿Qué ventajas ofrecen los sistemas de numeración posicionales?

Respuestas:
RESPUESTAS DE SISTEMAS DE NUMERACIÓN
1.       En un sistema de numeración aditivo cada signo representa una determinada cantidad, independientemente de la posición que ocupe, mientras que en un sistema posicional un mismo signo tiene diferente valor en función del lugar que ocupa.

2.       En un sistema aditivo, en teoría, es suficiente un solo signo para representar todos los números enteros, basta con repetirlo tantas veces como sea necesario. Sin embargo, para representar cantidades grandes se hace conveniente inventar nuevos signos para agrupar varias unidades, y cuanto más grandes sean los números que se quiera representar más grande será también el número de signos que haya que inventar.

3.       c) 215(7 = 420(5.

4.       En el sistema de numeración hexadecimal, se necesitan exactamente 16 signos para representar todos los números. 


Los signos que se acostumbran a escoger son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F.

5.       Los sistemas de numeración posicionales como el sistema de numeración binario o el sitema de numeración decimal permiten representar de forma única todos los números enteros y decimales, permiten escribir fácilmente números enormemente grandes y enormemente pequeños, y permiten inventar algoritmos sencillos para sumar, restar, multiplicar, dividir, ... dos números cualquiera.

FACTORIZACIÓN

    Un número natural a divide a otro número natural b si existe un cierto n tal que a · n = b. En este caso se escribe b/a (a divide a b). Por ejemplo 4/12 (cuatro divide a doce) porque existe 3 tal que 4  3 = 12.

    Si b/a es un divisor o factor de b y b es un múltiplo de a. En el ejemplo anterior, los números 4 y 3 son factores o divisores de 12 y 12 es un múltiplo de 3 y de 4.

    El 0 es múltiplo de cualquier número y sólo es divisor de sí mismo ya que cualquiera que sea n, n  0 = 0. Este enunciado es coherente con la definición de b/a en la que sólo se habla de producto. 

    El número 60 puede descomponerse en los productos:

60 = 1  60 
60 = 2  30
60 = 3  20
60 = 4  15
60 = 5  12
60 = 6  10 

    luego, sus divisores son: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, y 60.

    El número 1 es divisor de cualquier número n ya que siempre n x 1 = n. De la última igualdad se deduce que cualquier número es factor o divisor y múltiplo de sí mismo.

    2 es divisor de un número si la cifra de las unidades de éste es 0, 2, 4, 6 u 8.

    3 ó 9 son divisores de un número si lo son de la suma de las cifras del número.

    5 es divisor de todo número cuya cifra de las unidades sea 0 ó 5. 

    Un número es múltiplo de 10 si su cifra de las unidades es 0.

    Un número es múltiplo de 6 si lo es de 2 y de 3 (simultáneamente).

    Se llama factorización de un número a la operación consistente en encontrar los factores con cuyo producto se obtiene el número dado.

    Un número puede factorizarse de diversas formas: 

12 = 12  1;
12 = 6  2;
12 = 4  3;
12 = 2  2  3

Cualquier número n puede factorizarse n = n x 1; a esta factorización se la llama trivial.

1 = 1; 2 = 2  1; 3 = 3  1; 4 = 4  1; 5 = 5  1; 6 = 2  3 = 6  1; 7 = 7  1; 8 = 2  4 = 2  2  2 = 8  1; 9 = 3  3 = 9  1;10 = 2  5 = 10  1

    Estas son factorizaciones de los diez primeros números naturales; puede obsevarse que algunos de ellos (2, 3, 5, 7) sólo tienen la factorización trivial. Estos números cuyos únicos divisores son ellos mismos y la unidad, se denominan números primos.

 NÚMEROS PRIMOS
    Hay números naturales, como el 5, que sólo tienen dos divisores 5 y 1.

    • Número primo: Es un número que sólo tiene dos divisores: él mismo y el 1.

    • Número compuesto: Es el número que tiene más de dos divisores.

    Ejemplos: El número 7 es primo: Div(7) = {7, 1} en cambio el número 9 es compuesto: Div(9) = {9,1,3}. La sucesión de números primos es ilimitada:1, 3, 5, 7, 11, 13...

La más importante y permanente contribución de la aritmética pitagórica fue la distinción entre los números primos y compuestos. 

Como sabemos, número primo es el que no tiene otros divisores que el mismo y la unidad. Los que no son primos se llaman compuestos.
 FACTORIZACIÓN

1. ¿A qué se llama factorización de un número?
2. ¿A qué se llama factorización trivial? 

 MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO Y MÁXIMO COMÚN DIVISOR
    El mínimo común múltiplo se obtiene multiplicando todos los factores primos comunes y no comunes elevados a los mayores exponentes. El máximo común divisor de varios números, descomponiendo los números en productos de factores primos; después se forma el producto de los factores comunes elevados a los menores exponentes. Si el máximo común divisor de dos o más números es 1, dichos números se llaman primos entre sí.

	EJEMPLO
	M.C.D.

	990 = 11 x 32 x 2 x 5
	32 x 5 = 9 x 5 = 45

	315 = 32 x 5 x 7
	m.c.m.

	270 = 33 x 2 x 5
	11 x 33 x 2 x 5 x 7 = 20.790 


    En el siguiente tema se amplía esta información.

Cada uno de los números primos particulares tiene su historia. 

Por lo general, ha sido muy difícil llegar a reconocer que se trataba de un número primo.

Buscarlos, declaran algunos entusiastas, es más apasionánte que capturar mariposas raras. 

Lo cierto es que en la investigación de los números primos siempre quedará mucho por hacer.
   CRIBA DE ERATÓSTENES
La Criba de Eratóstenes es uno de los más primitivos métodos para hallar todos los números primos menos uno dado. Por ejemplo, para hallar todos los números primos menores de 120, escribimos primero todos los números del 1 al 120.

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20

	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40

	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60

	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70

	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90

	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99
	100

	101
	102
	103
	104
	105
	106
	107
	108
	109
	110

	111
	112
	113
	114
	115
	116
	117
	118
	119
	120


 La clásica criba de Eratóstenes es debida al matemático Eratóstenes de Cirene (276-194 a. de C.), que dio la primera tabla de números primos. 

Contemporáneo de Arquimedes, fue bibliotecario en Alejandría, y estudió matemáticas, filosofia y geografia, 

Midió la oblicuidad de la eclíptica, estudió el problema de la duplicación del cubo y compiló un catálogo estelar de cerca de 700 estrellas.
    A continuación se eliminan los números divisibles por 2 (los terminados en 2, 4, 6, 8 y 0), excepto el  mismo 2:

	1
	2
	3
	5
	7
	9

	11
	 
	13
	15
	17
	19

	21
	 
	23
	25
	27
	29

	31
	 
	33
	35
	37
	39

	41
	 
	43
	45
	47
	49

	51
	 
	53
	55
	57
	59

	61
	 
	63
	65
	67
	69

	71
	 
	73
	75
	77
	79

	81
	 
	83
	85
	87
	89

	91
	 
	93
	95
	97
	99

	101
	 
	103
	105
	107
	109

	111
	 
	113
	115
	117
	119


    A continuación se eliminan los números divisibles por 3, excepto el 3:

	1
	2
	3
	5
	7
	 

	11
	 
	13
	 
	17
	19

	 
	 
	23
	25
	 
	29

	31
	 
	 
	35
	37
	 

	41
	 
	43
	 
	47
	49

	 
	 
	53
	55
	 
	59

	61
	 
	 
	65
	67
	 

	71
	 
	73
	 
	77
	79

	 
	 
	83
	85
	 
	89

	91
	 
	 
	95
	97
	 

	101
	 
	103
	 
	107
	109

	 
	 
	113
	115
	 
	119


    Luego los múltiplos de 5, menos el 5:

	1
	2
	3
	5
	7
	 

	11
	 
	13
	 
	17
	19

	 
	 
	23
	 
	 
	29

	31
	 
	 
	 
	37
	 

	41
	 
	43
	 
	47
	49

	 
	 
	53
	 
	 
	59

	61
	 
	 
	 
	67
	 

	71
	 
	73
	 
	77
	79

	 
	 
	83
	 
	 
	89

	91
	 
	 
	 
	97
	 

	101
	 
	103
	 
	107
	109

	 
	 
	113
	 
	 
	119


    Y por último, los múltiplos de 7, menos el 7:

	1
	2
	3
	5
	7
	 
	 

	11
	 
	13
	 
	17
	19
	 

	 
	 
	23
	 
	 
	29
	 

	31
	 
	 
	 
	37
	 
	 

	41
	 
	43
	 
	47
	 
	 

	 
	 
	53
	 
	 
	59
	 

	61
	 
	 
	 
	67
	 
	 

	71
	 
	73
	 
	 
	79
	 

	 
	 
	83
	 
	 
	89
	 

	 
	 
	 
	 
	97
	 
	 

	101
	 
	103
	 
	107
	109
	 

	 
	 
	113
	 
	 
	 
	 


Así los números primos menores de 120 son:     Si la lista fuera más amplia habría que seguir con los múltiplos de 11, de 13, de 17, etc. En este caso no es necesario, ya que el primer múltiplo de 11 que no lo es de ningún otro número menor es 1111=121, que queda fuera de la lista.

Importa recordar que la teoría elemental de la divisibilidad está basada en el método expuesto por Euclides (330-275 a. de C.) en sus Elementos. 

Para investigar el máximo común divisor de dos números, se divide el mayor por el menor. 

Si la división no es exacta, se divide el menor por el resto. Si tampoco ahora la división es exacta, se divide su divisor por el resto correspondiente, y asi se continúan las divisiones. 

Cuando se llega a una división exacta, el último divisor es el máximo común divisor (m.c.d.) buscado.
    1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, y 113. 

    Los únicos divisores de estos números son ellos mismos y la unidad. Como 1=11, ya que él mismo es la unidad, sólo tiene un divisor y se le llama unitario. 

    Los otros números (los no primos ni unitarios), es decir, los que admiten otras factorizaciones además de la trivial, se llaman compuestos.

    Una factorización de un número en la que todos los factores son números primos se llama total o descomposición en factores primos. La factorización total de un número es única, es decir, un número sólo puede descomponerse de una manera en factores primos.

48 = 6  8
48 = 2  3  8 
48 = 2  24
48 = 16  3
48 = 4  12
48 = 1  2  2  2  2  3, esta es la única factorización total del número 48. 

    Para abreviar se escribe    48 = 24  3

    Obsérvese, múltiplos de 12 = 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, ...... múltiplos de 18 = 18, 36, 54, 72, 90, ...... los números 12 y 18 tienen algunos múltiplos comunes: múltiplos de 12 y de 18 = 36, 72, ...... de ellos hay uno que es el menor de todos: 36, a éste se le llama el mínimo común múltiplo (m.c.m.) 

• divisores de 12 = 1, 2, 3, 4, 6, 12
• divisores de 18 = 1, 2, 3, 6, 9, 18 

algunos divisores son comunes:

• divisores de 12 y 18 = 1, 2, 3, 6 de ellos hay uno que es el mayor de todos: 6, a éste se le llama el máximo común divisor (M.C.D.)

    Algunos números, por ejemplo 15 y 14, sólo tienen el 1 como divisor común y por tanto como M.C.D. 

• divisores de 14 = 1, 2, 7, 14
• divisores de 15 = 1, 3, 5, 15 

    Los números cuyo M.C.D. es 1 se dice que son primos entre sí o primos relativos.

    El producto de dos números es igual al producto de su m.c.m. por su M.C.D.

    Para hallar el M.C.D. y el m.c.m. de varios números, se descomponen estos números en factores primos. El producto de todos los factores primos comunes con el menor exponente es el M.C.D. El producto de todos los factores primos con el mayor exponente es el m.c.m.

    Ejemplo:

12 = 22  3 
18 = 2  32 
24 = 23  3

los factores comunes son 2 y 3 (no hay no comunes). El menor exponente es 1, tanto para el 2 como para el 3. El mayor exponente es 3 para el 2 y 2 para el 3; por tanto:

	m.c.m. (12, 18, 24) = 23 x 32= 8 x 9 = 72
M.C.D. (12, 18, 24) = 2 x 3 = 6

 

	En el caso anterior, como m.c.m. (12, 24) = 24 y M.C.D. (12, 24) = 12 (ya que 24 = 12 x 2), se tiene:

	m.c.m. (12, 18, 24) = m.c.m. (18, 24) = 72
M.C.D. (12, 18, 24) = M.C.D. (12, 18) = 6


 

PRIMOS

1. ¿Qué es la criba de Erastótenes?
2. ¿A qué se llama número primo?
ENTEROS
    Conocemos el conjunto de los números naturales. 

Es el conjunto que nos permite numerar y contar cosas. 

Sus elementos se representan con los símbolos 0, 1, 2, 3, 4, ....., 10, ......,100,....

    Dado un número natural a, se Ilama inverso aditivo de a a un número b tal que a + b = 0. Este número b (inverso aditivo de a) se representa – a. 

Naturalmente el inverso aditivo de 0 es el mismo 0. 

De esta definición se deduce inmediatamente que el inverso de – a es a, es decir – (– a) [que significa inverso de – a según la notación empleada] es igual a a.

    El conjunto formado por los números naturales y sus inversos aditivos es el conjunto de los enteros. 

Se representa con la letra Z.

    Si tomamos una recta y en ella señalamos con un punto al 0 y la dividimos a derecha e izquierda en longitudes iguales, tendremos la recta numérica:
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    Convencionalmente a la izquierda se representan los números negativos y a la derecha los positivos.

    Los números negativos se utilizan para indicar valores numéricos que lleven implícita una idea de pérdida o retroceso:

    Una temperatura de 5 grados bajo cero = – 5 grados. Una pérdida de 10 pesos = (beneficio) – 10 pesos.

    Si bien la notación: – 5 (por ejemplo) indica cinco unidades negativas, es decir, cinco unidades tomadas en sentido contrario al positivo, la expresión – a no indica a unidades negativas, ni el número entero negativo a, sino el número entero inverso de a. 

Así si :

    a = 5, efectivamente – a = – 5;     pero si   b = – 3, – b = 3 = – ( – 3).

    El valor absoluto de un número entero es el valor de ese número prescindiendo del signo. 

El valor absoluto se representa entre barras verticales.Valor absoluto de a: 

(a( = a si a es positivo 
(a(= – a si a es negativo

Ejemplo:

(5( = 5
(-5( = – ( – 5) = 5
(0( = 0

    Obsérvese que el valor absoluto de un número entero es la distancia desde el cero hasta dicho número, sin tomar en cuenta el sentido en la recta numérica, es decir, sin considerar el 

signo.

    Se dice que un número entero es mayor que otro si en la recta numérica el primero se halla más a la derecha que el segundo. 

El que está más a la izquierda se dice que es menor que el otro. 

Si ocupan el mismo lugar, se dice que son iguales.

Al sumar números enteros, observamos que la suma de cualquier par de números enteros es un numero entero. 

A esto llamamos la propiedad de cerradura de los números enteros bajo la adición.

    Dos números enteros son iguales si tienen el mismo valor absoluto e idéntico signo, es decir, si son el mismo número entero. 

Así, el número 2+4 es el mismo que – 5+11.

    La relación a es mayor que b se representa a> b; la relación inversa (b es menor que a) se representa b<a. 

La igualdad se representa con el conocido signo de las dos rayitas paralelas = . 

    Dados dos números enteros a, b, una sola de estas relaciones: a>b, a = b, a<b, es válida. 

A esta ley se la llama propiedad de tricotomía. 

    Obsérvese que: 

    a) cualquier entero negativo es menor que el cero. 

    b) cualquier entero positivo es mayor que el cero. 

    c) cualquier entero positivo es mayor que cualquier entero negativo.

    El conjunto de los números enteros ordenado se escribe:

Z=.....,–4,–3,–2,–1,0,1,2,3,4, .......

Dados a, b, c, ( Z, con a = b y b= c, se tiene a = c. 

También si a > b y b > c, a > c y si a < b y b < c, a < c. Esta ley se llama propiedad transitiva.

    Si convenimos que los números enteros negativos representan desplazamientos hacia la izquierda y los números enteros positivos hacia la derecha tomando como origen el cero, tendremos que 7+ ( – 5):
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    7 representa un desplazamiento de siete unidades hacia la derecha, seguido de un desplazamiento hacia la izquierda de cinco unidades, por tanto: 

7 + ( – 5) = 2

Siempre dados

 Z,(a, b 

se tiene 

 Z(a + b = c 

El conjunto Z con la operación de sumar cumple las propiedades: 

• ASOCIATIVA: 
(a + b) + c = a + (b + c)

•EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO: 
a + 0 = 0 + a = a

• EXISTENCIA DE INVERSO ADITIVO: 
a + ( – a) = 0

• CONMUTATIVA: 
a + b = b + a

 Z.(con a, b, c 

Tomadas en conjunto, las propiedades commutativa y asociativa de la adición nos dicen que al sumar dos números «casi todo vale» en el sentido de que no importando cómo los mezclemos, obtenemos el mismo número. 

     Z y a + b = a + c, aplicando las propiedades de la adición de(Si a, b, c  enteros se tiene:

a + b = a + c
(a + b) + (– a) = (a + c) + (– a)
[a + (– a)] + b = [a + ( – a)] + c
b = c

    Esta ley se denomina propiedad cancelativa de la adición de enteros. 

    Aplicando esta propiedad puede hallarse la solución de la ecuación x + a = b  Z y a, b números enteros conocidos y x desconocido (incógnita);(con a, b, x  es: 

x + a = b
x + a + (– a) = b + ( – a)
x = b + (– a)

    Puede comprobarse fácilmente que a + (– b) = a – b y ésta es la solución de x + b = a.

    La propiedad cancelativa de la adición de enteros también se verifica en las relaciones «mayor que» y «menor que»:

a + b > a + c   b > c
m + n < m + p   n < p

     Z, se dice que a(Si a, b  >  N tal que a – b = c (obsérvese(b si existe c  que c debe ser un entero positivo o natural).

    A diferencia de lo que sucedía en el conjunto de los números naturales en que algunas sustracciones no tenían solución, la sustracción de los números enteros es otro número entero. 

Por ello, se dice que la sustracción satisface la propiedad clausurativa en el conjunto de los enteros. 

La multiplicación de los números enteros es idéntica a la de los números naturales en lo relativo a los valores absolutos; en lo referente a los signos hay unas convenciones que surgen de la necesidad de conservar las leyes de la multiplicación de los naturales.

Recuérdese que en los naturales:

a (b + c) = ab + ac

a · 0 = 0

a + (– a) = a – a = 0

luego:

a (b – b) = a[b + (– b)] = ab + a · (– b) 
a (b – b) = a · 0 = 0

por tanto, ab + a. (– b) = 0, es decir, – ab = a · (– b) 

Análogamente: 

 0 = b · 0 = b(a – a) = b[a+ ( – a)] = b · a+

+ b · (– a) = ab+ (– a)b – ab = (– a)b
0 = – a (b – b) = (– a) [b+ (– b)] = (– a) · b +
+ (– a) – (– b) = –ab + (– a) (– b)
– (– ab) = ab = (– a) · (– b)
    En resumen, el producto de dos números enteros es igual al producto de sus valores absolutos, afectado de un signo positivo si los dos números enteros son ambos positivos o ambos negativos, y de un signo negativo si los dos números enteros tienen signos opuestos.

     Z, se tiene que ab = ac equivale a b = c como puede(Dados a, b, c,  comprobarse fácilmente.

En cambio, para que a > b implique ac > bc, c debe ser positivo. 

En efecto se tiene: 

 Z, c(c  > 0
a > b implica ac > bc
m < n implica mc < nc
 Z, c(c <0
a > b implica ac < bc
m < n implica mc > nc

cualquiera que sea el signo de a, b, m y n. 

Esta propiedad recibe el calificativo de ”monotonía de la multiplicadón”.

    La división de los números enteros es también una ampliación del dominio de la de los naturales, con la salvedad del signo: el cociente de la división de dos números del mismo signo es un número positivo y el cociente de la división de dos números de distinto signo en un número negativo.

  NÚMEROS RACIONALES
También los números racionales forman un conjunto ordenado, adoptando para ellos la siguiente definición: el racional a/b será positivo si, y sólo si, los enteros a y b son ambos positivos o ambos negativos. 

Por lo tanto, tiene sentido decir que un número racional es mayor o menor que otro.

    Considérese un todo, por ejemplo, una hoja de papel, una tarta, etc.; divídase en varias partes iguales. 

En cuatro partes la hoja de papel, en siete partes la tarta. 

Cada una de las partes en que está dividida la hoja de papel es una cuarta parte; las del pastel, una séptima parte. 

Tómense algunas de estas partes, 3 de papel y 4 de tarta, por ejemplo. 

De este modo se tienen tres cuartas partes de una hoja de papel y cuatro séptimas partes de una tarta.

    Los números que representan estas cantidades (tres cuartos, cuatro séptimos) se llaman fracciones, quebrados o números racionales. 

Se representan por medio de dos números separados por una raya horizontal. 

El de debajo de la barra se llama denominador, porque da nombre (denomina) al número racional e indica en cuantas partes se ha dividido la unidad. 

El otro, situado sobre la barra, se llama numerador, porque da la cantidad (numera) y expresa la cantidad de partes que se toman o se dejan.

    En los ejemplos anteriores:

• se divide la hoja en 4 partes, se toman 3, se deja 1; luego: se han tomado [image: image36.png]


de hoja, se ha dejado [image: image37.png]


de hoja.

• se divide la tarta en 7 partes, se toman 4, quedan 7 – 4 = 3; luego: se han tomado [image: image38.png]


 de tarta, se han dejado [image: image39.png]


 de tarta.

    El número racional [image: image40.png]


 también puede representar otra situación concreta, por ejemplo, repartir 3 naranjas entre 4 personas. 

Ahora el todo no es la unidad (1), sino 3 unidades y a cada uno de los cuatro les corresponde [image: image41.png]


 de naranja. 

Obsérvese que si cada naranja se divide entre los cuatro y cada uno toma [image: image42.png]


 de cada naranja (una parte equitativa), a cada uno le corresponden en total [image: image43.png]


 de naranja.

    Se llama conjunto de números racionales al conjunto de los elementos de Z x Z (por tanto, pares de elementos de Z) de la forma [image: image44.png]


 , con  0.( Z y n ((m, n 

El conjunto de los números racionales se representa con la letra Q. 

    Si n =1 se tiene [image: image45.png]


  = m, Q (Z está contenido en Q).(( Z, luego Z(para cualquier m  

Si m y n son del mismo signo, [image: image46.png]


 es positivo. Si son de distinto signo, [image: image47.png]


 es negativo. 

    El valor absoluto de un número racional se representa y define como en los números enteros:

	[image: image48.jpg]





    Si se divide una hoja de papel en dos partes iguales y se toma 1, se ha tomado [image: image49.png]


de hoja.

    Si se divide en cuatro partes iguales y se toman dos, se ha tomado [image: image50.png]


de hoja. 

Si se divide en seis, ocho,..... y se toman tres, cuatro, .... 

En cada caso se ha tomado la misma cantidad de papel (compruébese prácticamente con unas hojas de papel). 

Así las fracciones [image: image51.png]


, [image: image52.png]


, [image: image53.png]


, [image: image54.png]


,...,..[image: image55.png]


 representan la misma cantidad, es decir, son equivalentes. 

    En general, dos fracciones [image: image56.png]


, [image: image57.png]


s son iguales: 
    por ejemplo:

[image: image58.png]


= [image: image59.png]


   si mq = np

En la actualidad, el punto decimal se usa como “separatriz” en los Estados Unidos, México y en Inglaterra, pero los ingleses lo escriben a media altura. 

En gran parte de Europa se usa una coma en su lugar. 

Los escandlnavos suelen imprimir la parte fraccionaria en caracteres más pequeños que la parte entera. Estados Unidos 3.14, Francia 3,14; Inglaterra 3·14; Escandinavia 3,14.

[image: image60.png]


= [image: image61.png]


    2x28 = 7x8

    Las fracciones iguales se dice que son racionales equivalentes. 

Dividiendo numerador por denominador puede expresarse un número racional por medio de la llamada notación decimal. 

Así [image: image62.png]


= 0.33

    Decimos que dos números racionales en notación decimal son iguales, si todos sus digitos son iguales.

Así [image: image63.png]


= 0.125; 
[image: image64.png]


= 0.125; 
luego [image: image65.png]


= [image: image66.png]



    Para representar números racionales muy pequeños es cómoda la notación exponencial:

  0.00000007 = [image: image67.png]S —
10000000



  = 7 x 10-8  

Dos racionales positivos [image: image68.png]


> [image: image69.png]


 si sólo si mq > nq: [image: image70.png]


> [image: image71.png]


 3 =(ya que 2   6 > 5 = 1 x 5.

 Dados dos números racionales a y b, con a < b, siempre existe otro racional m, tal que a < m < b, 

ejemplo m = [image: image72.png]



(aunque existen otros, con éste basta para probar la afirmación). En efecto:

a < [image: image73.png]


< b 

equivale a 2a < a+b < 2b, o sea a + a < a + b < b + b que es evidente teniendo en cuenta (según la hipótesis) que a < b.

En el campo de los números racionales son posibles, además de la adición y la multiplicación, las operaciones inversas de éstas, es decir, la sustracción y, con la única excepción del divisor nulo, la división. 

Por consiguiente, la estructura algebraica del campo racional es bastante uniforme.

    Obsérvese que esta proporción no es cierta, ni en N ni en Z. Por ejemplo, no hay ningún entero ni natural entre 3 y 4.

    Un conjunto con la propiedad de que dados elementos cualesquiera del conjunto a, b con a < b, exista siempre otro elemento c del conjunto tal que a < c < b se dice que es denso. 

Por tanto, el conjunto de los racionales es denso y no lo son N ni Z.

    La suma de dos números racionales que tienen el mismo denominador es igual a un número racional que tiene por numerador la suma de numeradores y por denominador, el denominador común.
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Los matemáticos llaman densidad a la propiedad de los números racionales consistente en que entre cualquier par de números fraccionarios siempre puede intercalarse otro, de manera infinita..

    Para sumar fracciones de distinto denominador es necesario primero convertirlas en fracciones equivalentes con denominador común. 

El modo más sencillo de hacerlo es multiplicar denominador y numerador de cada fracción por el denominador de la otra:

	[image: image75.jpg]






    Ello por las propiedades conmutativa y asociativa del producto de enteros.

    Para evitar operaciones con números excesivamente grandes, es recomendable usar el llamado mínimo común denominador. 

Basta buscar dos fracciones equivalentes cuyo denominador común sea el mínimo común múltiplo de los denominadores originales.

    Así, el mínimo común múltiplo de 24 y 36 es 72; 72 = 24 x 3 y 72 = 36 x 2, luego:

	[image: image76.jpg]13 19 39 38 _77
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    Sin embargo, como se recordará, si dos números son primos entre sí (su máximo común divisor es 1), su mínimo común múltiplo es igual al producto de los números.

    La adición de números racionales verifica las propiedades:

• clausurativa: a,  Q(Q, a+b (b
Q, (a + b) + c =a + (b + c)(• asociativa: a, b, c 
Q, a+ b = b+ a(• conmutativa: a, b 
Q, a + 0 = a(• existencia elemento neutro: a
Q y a+( – a) =0(Q, –a(• existencia elemento inverso: a
Q, si a + b = a + c entonces b=c(• cancelativa: a, b, c  

    Todas estas propiedades son consecuencia directa de la definición y de las propiedades de la suma y el producto de números enteros.

    Dada una ecuación
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    la solución es: 
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    en efecto:
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    El producto de dos números racionales es igual a otro número racional cuyo numerador es igual al producto de numeradores y cuyo denominador es igual al producto de denominadores:

	[image: image80.png]






    Para los signos se siguen las mismas reglas que en el producto de enteros. En el caso de que sean más de dos los factores, el producto se hace del mismo modo:
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Si [image: image82.png]


( Q, [image: image83.png]


 0(   0 luego existe((quiere decir que m [image: image84.png]2=



( Q tal que
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Las necesidades numéricas van conduciendo a sucesivas ampliaciones de los campos numéricos. 

Partiendo de la sucesión de números naturales, que surge intuitivamente, y de la suma, se plantea la cuestión de la operación inversa de ésta -la sustracción – y la necesidad de ampliar el campo de los números naturales para resolverla en todos los casos. 

Análogamente, la necesidad de dotar a la multiplicación de una operación inversa conduce a los números racionales. 

Aunque en este prontuario el camino se detiene aquí, las sucesivas ampliaciones existen. 

Existe el conjunto de los números reales, donde todos los números positivos tienen dos raíces de orden par (algunas de, estas raíces forman el conjunto de los números irracionales); los números reales contienen también los números trascendentes, que son los números que no son solución de ninguna operación algebraica (los números trascendentes son también irracionales), el más conocido de los cuales es el número š = razón entre la longitud de una circunferencia y su diámetro..

    El producto de números racionales verifica las propiedades:

 Q(b (Q, a(• clausurativa: a, b
 c)( (b ( c =a ( b) ( Q, (a (• asociativa: a, b, c 
 a( b = b (Q, a (• conmutativa: a, b 
 1 = a(Q, a (• existencia elemento neutro: a
    Q es(observese que 1   1 = [image: image86.png]3|3



   0(Z, m (cualquiera que sea m 
 0(Q, y a (• existencia elemento inverso: a
    existe un elemento, que se nota [image: image87.png]


o a-1 tal que [image: image88.png]


 a =( [image: image89.png]


= 1 o a-1 a = 1(
 c entonces b=c( b = a ((Q, si a(• cancelativa: a, b, c  

    Estas propiedades son consecuencia de la definición y de las propiedades del producto de enteros.

    La ecuación ax=b  0 y en este caso ésta es x=b/a.(tiene solución si y sólo si a  

En efecto, si a=0 se tiene: 0x=0=b, luego si a = b = 0, la ecuación ax=b[0x=0] tiene múltiples (infinitas)  0, ax = b no tiene solución.(soluciones; si a = 0 y b  

 b existe a(Si a -1 Q y x =( b · a-1.

    Como ya se ha dicho, un número racional [image: image90.png]


también puede interpretarse como el cociente m:n.

    Ejemplos:

[image: image91.png]


= 0.4

[image: image92.png]


= 0.125

[image: image93.png]


= 0.42854285...= 0.4285

[image: image94.png]


= 0.14444... = 0.14

    Puede observarse que algunos racionales tienen una expresión decimal finita y otras periódica. 

El periodo se indica con una raya horizontal sobre el grupo de cifras que lo componen. 

En sentido amplio puede considerarse que todas las fracciones son periódicas; basta considerar tan solo que el periodo está compuesto por la cifra 0; por ejemplo,

[image: image95.png]


= 0.25 = 0.250

    Los términos de una fracción decimal se identifican por su nombre:

33.1234567891234......
33: parte entera
1: décimas; 
2: centésimas; 
3: milésimas; 
4: diezmilésimas; 
5: cienmilésimas; 
6: millonésimas; 
7: diezmillonésimas; 
8: cienmillonésimas; 
9: milmillonésimas; 
1: diezmilmillonésimas;    
2: cienmilmillonésimas;    
3: billonésimas; 
4: diezbillonésimas;.......

En realidad, la noción de número racional fue introducida probablemente para expresar el resultado de un cociente que no daba exacto. 

Seguramente, la primera aplicación de los números racionales fue la medida, que exige tomar una unidad arbitraria y ver cuántas veces está contenida en el objeto.

RACIONALES

1. ¿A qué se llama fracciones?
2. ¿Cómo se dice que son las fracciones iguales? 

FRACCIONES
1. ¿Qué es necesario para sumar fracciones de distinto denominador?
2. ¿Qué propiedades verifica la adición de números racionales? 

 

 RAZONES Y PROPORCIONES
    Razón o relación de dos cantidades es el resultado de compararlas. 

Esta comparación puede hacerse de dos modos, puede compararse cuánto excede una a la otra (razón aritmética) o cuántas veces contiene una a la otra (razón geométrica). 

La primera de estas comparaciones sólo puede establecerse entre cantidades de la misma especie, por ejemplo, entre longitudes, pesos, velocidades. 

Las magnitudes que están relacionadas por una razón geométrica se dice que son proporcionales; por ejemplo, la velocidad es la razón entre el espacio recorrido y el tiempo en que se ha recorrido ese espacio; el ritmo cardíaco es la razón entre las pulsaciones del corazón y el tiempo.

La proporción es la igualdad de dos razones geométricas: 


a / b = c / d

Los términos representados por a, d son los extremos; los términos b, c son los medios.

La propiedad fundamental de las proporciones dice: el producto de medios es igual al producto de extremos (ad = bc). 

Esta propiedad permite que dados tres elementos de la proporción, se pueda hallar el cuarto.

    Esta proporcionalidad nos lleva a la denominada regla de tres. 

Si falta uno de los términos de la comparación, se puede hallar mediante operaciones, con los otros tres. 

Así:
a =1; 
b = 2; 
c = 3; 
d = x


1 / 2 = 3 / X        X = 3 . 2 / 1 = 6

PROPORCIONES

1. ¿Qué dice la propiedad fundamental de las proporciones?
2. ¿Qué permite la propiedad de las proporciones? 

ENTEROS
Conocemos el conjunto de los números naturales. 

Es el conjunto que nos permite numerar y contar cosas. 

Sus elementos se representan con los símbolos 0, 1, 2, 3, 4, ....., 10, ......,100,....

    Dado un número natural a, se Ilama inverso aditivo de a a un número b tal que a + b = 0. 

Este número b (inverso aditivo de a) se representa – a. 

Naturalmente el inverso aditivo de 0 es el mismo 0. 

De esta definición se deduce inmediatamente que el inverso de – a es a, es decir – (– a) [que significa inverso de – a según la notación empleada] es igual a a.

    El conjunto formado por los números naturales y sus inversos aditivos es el conjunto de los enteros. Se representa con la letra Z.

    Si tomamos una recta y en ella señalamos con un punto al 0 y la dividimos a derecha e izquierda en longitudes iguales, tendremos la recta num érica:
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   Convencionalmente a la izquierda se representan los números negativos y a la derecha los positivos.

    Los números negativos se utilizan para indicar valores numéricos que lleven implícita una idea de pérdida o retroceso:

   
Una temperatura de 5 grados bajo cero = – 5 grados. 


Una pérdida de 10 pesos = (beneficio) – 10 pesos.

    Si bien la notación: – 5 (por ejemplo) indica cinco unidades negativas, es decir, cinco unidades tomadas en sentido contrario al positivo, la expresión – a no indica a unidades negativas, ni el número entero negativo a, sino el número entero inverso de a. 

Así si :

    a = 5, efectivamente – a = – 5;     pero si   b = – 3, – b = 3 = – ( – 3).

    El valor absoluto de un número entero es el valor de ese número prescindiendo del signo. 

El valor absoluto se representa entre barras verticales.

Valor absoluto de a: 

(a( = a si a es positivo 
(a(= – a si a es negativo

Ejemplo:

(5( = 5
(-5( = – ( – 5) = 5
(0( = 0

    Obsérvese que el valor absoluto de un número entero es la distancia desde el cero hasta dicho número, sin tomar en cuenta el sentido en la recta numérica, es decir, sin considerar el 

signo.

    Se dice que un número entero es mayor que otro si en la recta numérica el primero se halla más a la derecha que el segundo. 

El que está más a la izquierda se dice que es menor que el otro. 

Si ocupan el mismo lugar, se dice que son iguales.

Al sumar números enteros, observamos que la suma de cualquier par de números enteros es un numero entero. 

A esto llamamos la propiedad de cerradura de los números enteros bajo la adición.

    Dos números enteros son iguales si tienen el mismo valor absoluto e idéntico signo, es decir, si son el mismo número entero. 

Así, el número 2+4 es el mismo que – 5+ 11.

    La relación a es mayor que b se representa a> b; la relación inversa (b es menor que a) se representa b<a. 

La igualdad se representa con el conocido signo de las dos rayitas paralelas = . 

    Dados dos números enteros a, b, una sola de estas relaciones: a>b, a = b, a<b, es válida. 

A esta ley se la llama propiedad de tricotomía. 

    Obsérvese que: 

    a) cualquier entero negativo es menor que el cero. 

    b) cualquier entero positivo es mayor que el cero. 

    c) cualquier entero positivo es mayor que cualquier entero negativo.

    El conjunto de los números enteros ordenado se escribe:

Z=.....,–4,–3,–2,–1,0,1,2,3,4, .......

    Dados a, b, c, ( Z, con a = b y b= c, se tiene a = c. También si a > b y b > c, a > c y si a < b y b < c, a < c. Esta ley se llama propiedad transitiva.

    Si convenimos que los números enteros negativos representan desplazamientos hacia la izquierda y los números enteros positivos hacia la derecha tomando como origen el cero, tendremos que 7+ ( – 5):
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    7 representa un desplazamiento de siete unidades hacia la derecha, seguido de un desplazamiento hacia la izquierda de cinco unidades, por tanto: 

7 + ( – 5) = 2

Siempre dados

 Z,(a, b 

se tiene 

 Z(a + b = c 

El conjunto Z con la operación de sumar cumple las propiedades: 

• ASOCIATIVA:  (a + b) + c = a + (b + c)

•EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO:  a + 0 = 0 + a = a

• EXISTENCIA DE INVERSO ADITIVO:  a + ( – a) = 0

• CONMUTATIVA:  a + b = b + a con a,  Z.(b, c 

Tomadas en conjunto, las propiedades commutativa y asociativa de la adición nos dicen que al sumar dos números «casi todo vale» en el sentido de que no importando cómo los mezclemos, obtenemos el mismo número. 

     Z y a + b = a + c, aplicando las(Si a, b, c  propiedades de la adición de enteros se tiene:

a + b = a + c
(a + b) + (– a) = (a + c) + (– a)
[a + (– a)] + b = [a + ( – a)] + c
b = c

    Esta ley se denomina propiedad cancelativa de la adición de enteros. 

    Aplicando esta propiedad puede hallarse la solución de  Z y a, b números enteros conocidos y x(la ecuación x + a = b con a, b, x  desconocido (incógnita); es: 

x + a = b
x + a + (– a) = b + ( – a)
x = b + (– a)

    Puede comprobarse fácilmente que a + (– b) = a – b y ésta es la solución de x + b = a.

    La propiedad cancelativa de la adición de enteros también se verifica en las relaciones «mayor que» y «menor que»:

a + b > a + c   b > c
m + n < m + p   n < p

     Z, se dice que a(Si a, b  >  N tal(b si existe c  que a – b = c (obsérvese que c debe ser un entero positivo o natural).

    A diferencia de lo que sucedía en el conjunto de los números naturales en que algunas sustracciones no tenían solución, la sustracción de los números enteros es otro número entero. 

Por ello, se dice que la sustracción satisface la propiedad clausurativa en el conjunto de los enteros. 

La multiplicación de los números enteros es idéntica a la de los números naturales en lo relativo a los valores absolutos; en lo referente a los signos hay unas convenciones que surgen de la necesidad de conservar las leyes de la multiplicación de los naturales.

    Recuérdese que en los naturales:

	a (b + c) = ab + ac

	a · 0 = 0

	a + (– a) = a – a = 0

	 

	luego:

	a (b – b) = a[b + (– b)] = ab + a · (– b) 

	a (b – b) = a · 0 = 0

	 

	por tanto, ab + a. (– b) = 0, es decir, – ab = a · (– b) 

	 

	Análogamente: 

	 0 = b · 0 = b(a – a) = b[a+ ( – a)] = b · a+

	+ b · (– a) = ab+ (– a)b – ab = (– a)b

	0 = – a (b – b) = (– a) [b+ (– b)] = (– a) · b +

	+ (– a) – (– b) = –ab + (– a) (– b)

	– (– ab) = ab = (– a) · (– b)


  

  En resumen, el producto de dos números enteros es igual al producto de sus valores absolutos, afectado de un signo positivo si los dos números enteros son ambos positivos o ambos negativos, y de un signo negativo si los dos números enteros tienen signos opuestos.

     Z, se tiene que ab = ac equivale a b =(Dados a, b, c,  c como puede comprobarse fácilmente. En cambio, para que a > b implique ac > bc, c debe ser positivo.

 En efecto se tiene: 

 Z, c(c  > 0
a > b implica ac > bc
m < n implica mc < nc
 Z, c(c <0
a > b implica ac < bc
m < n implica mc > nc

    cualquiera que sea el signo de a, b, m y n. Esta propiedad recibe el calificativo de ”monotonía de la multiplicadón”.

    La división de los números enteros es también una ampliación del dominio de la de los naturales, con la salvedad del signo: 

El cociente de la división de dos números del mismo signo es un número positivo y el cociente de la división de dos números de distinto signo en un número negativo.

 NÚMEROS RACIONALES
También los números racionales forman un conjunto ordenado, adoptando para ellos la siguiente definición: el racional a/b será positivo si, y sólo si, los enteros a y b son ambos positivos o ambos negativos. 

Por lo tanto, tiene sentido decir que un número racional es mayor o menor que otro.

    Considérese un todo, por ejemplo, una hoja de papel, una tarta, etc.; divídase en varias partes iguales. En cuatro partes la hoja de papel, en siete partes la tarta. 

Cada una de las partes en que está dividida la hoja de papel es una cuarta parte; las del pastel, una séptima parte. 

Tómense algunas de estas partes, 3 de papel y 4 de tarta, por ejemplo. 

De este modo se tienen tres cuartas partes de una hoja de papel y cuatro séptimas partes de una tarta.

    Los números que representan estas cantidades (tres cuartos, cuatro séptimos) se llaman fracciones, quebrados o números racionales. S

e representan por medio de dos números separados por una raya horizontal. 

El de debajo de la barra se llama denominador, porque da nombre (denomina) al número racional e indica en cuantas partes se ha dividido la unidad. 

El otro, situado sobre la barra, se llama numerador, porque da la cantidad (numera) y expresa la cantidad de partes que se toman o se dejan.

    En los ejemplos anteriores:

• se divide la hoja en 4 partes, se toman 3, se deja 1; luego: se han tomado [image: image98.png]


de hoja, se ha dejado [image: image99.png]


de hoja.

• se divide la tarta en 7 partes, se toman 4, quedan 7 – 4 = 3; luego: se han tomado [image: image100.png]


 de tarta, se han dejado [image: image101.png]


 de tarta.

    El número racional [image: image102.png]


 también puede representar otra situación concreta, por ejemplo, repartir 3 naranjas entre 4 personas. Ahora el todo no es la unidad (1), sino 3 unidades y a cada uno de los cuatro les corresponde [image: image103.png]


 de naranja. Obsérvese que si cada naranja se divide entre los cuatro y cada uno toma [image: image104.png]


 de cada naranja (una parte equitativa), a cada uno le corresponden en total [image: image105.png]


 de naranja.

    Se llama conjunto de números racionales al conjunto de los elementos de Z x Z (por tanto, pares de elementos de Z) de la forma [image: image106.png]


 , con  0. El conjunto de los números racionales se representa con la( Z y n ((m, n letra Q. 

    Si n =1 se tiene [image: image107.png]


  = m, Q (Z está contenido en Q). Si m y n son del(( Z, luego Z(para cualquier m  mismo signo, [image: image108.png]


 es positivo. 

Si son de distinto signo, [image: image109.png]


 es negativo. 

    El valor absoluto de un número racional se representa y define como en los números enteros:

	[image: image110.jpg]





    Si se divide una hoja de papel en dos partes iguales y se toma 1, se ha tomado [image: image111.png]


de hoja.

    Si se divide en cuatro partes iguales y se toman dos, se ha tomado [image: image112.png]


de hoja. Si se divide en seis, ocho,..... y se toman tres, cuatro, .... 

En cada caso se ha tomado la misma cantidad de papel (compruébese prácticamente con unas hojas de papel). 

Así las fracciones [image: image113.png]


, [image: image114.png]


, [image: image115.png]


, [image: image116.png]


,...,..[image: image117.png]


 representan la misma cantidad, es decir, son equivalentes. 

    En general, dos fracciones [image: image118.png]


, [image: image119.png]


son iguales: 
    por ejemplo:

[image: image120.png]


= [image: image121.png]


   si mq = np

[image: image122.png]


= [image: image123.png]


    2x28 = 7x8

    Las fracciones iguales se dice que son racionales equivalentes. 

En la actualidad, el punto decimal se usa como “separatriz” en los Estados Unidos, México y en Inglaterra, pero los ingleses lo escriben a media altura. 

En gran parte de Europa se usa una coma en su lugar. 

Los escandlnavos suelen imprimir la parte fraccionaria en caracteres más pequeños que la parte entera.

Estados Unidos 
3.14, 

Francia 

3,14;

Inglaterra 

3·14;

 Escandinavia

 3,14.

Dividiendo numerador por denominador puede expresarse un número racional por medio de la llamada notación decimal. 

Así [image: image124.png]


= 0.33

    Decimos que dos números racionales en notación decimal son iguales, si todos sus digitos son iguales.

Así [image: image125.png]


= 0.125; 
[image: image126.png]


= 0.125; 
luego [image: image127.png]


= [image: image128.png]



    Para representar números racionales muy pequeños es cómoda la notación exponencial:

	  0.00000007 = [image: image129.png]S —
10000000



  = 7 x 10-8  


    Dos racionales positivos [image: image130.png]


> [image: image131.png]


si sólo si mq > nq: [image: image132.png]


> [image: image133.png]


 3 =(ya que 2   6 > 5 = 1 x 5.

    Dados dos números racionales a y b, con a < b, siempre existe otro racional m, tal que a < m < b, 

ejemplo m = [image: image134.png]



(aunque existen otros, con éste basta para probar la afirmación). 

En efecto:  a < [image: image135.png]


< b 

equivale a 2a < a+b < 2b, o sea a + a < a + b < b + b que es evidente teniendo en cuenta (según la hipótesis) que a < b

En el campo de los números racionales son posibles, además de la adición y la multiplicación, las operaciones inversas de éstas, es decir, la sustracción y, con la única excepción del divisor nulo, la división. 

Por consiguiente, la estructura algebraica del campo racional es bastante uniforme

    Obsérvese que esta proporción no es cierta, ni en N ni en Z. Por ejemplo, no hay ningún entero ni natural entre 3 y 4.

    Un conjunto con la propiedad de que dados elementos cualesquiera del conjunto a, b con a < b, exista siempre otro elemento c del conjunto tal que a < c < b se dice que es denso. 

Por tanto, el conjunto de los racionales es denso y no lo son N ni Z.

    La suma de dos números racionales que tienen el mismo denominador es igual a un número racional que tiene por numerador la suma de numeradores y por denominador, el denominador común.
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Los matemáticos llaman densidad a la propiedad de los números racionales consistente en que entre cualquier par de números fraccionarios siempre puede intercalarse otro, de manera infinita..

    Para sumar fracciones de distinto denominador es necesario primero convertirlas en fracciones equivalentes con denominador común. 

El modo más sencillo de hacerlo es multiplicar denominador y numerador de cada fracción por el denominador de la otra:

	[image: image137.jpg]






    Ello por las propiedades conmutativa y asociativa del producto de enteros.

    Para evitar operaciones con números excesivamente grandes, es recomendable usar el llamado mínimo común denominador. 

Basta buscar dos fracciones equivalentes cuyo denominador común sea el mínimo común múltiplo de los denominadores originales.

    Así, el mínimo común múltiplo de 24 y 36 es 72; 72 = 24 x 3 y 72 = 36 x 2, luego:
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    Sin embargo, como se recordará, si dos números son primos entre sí (su máximo común divisor es 1), su mínimo común múltiplo es igual al producto de los números.

    La adición de números racionales verifica las propiedades:

 Q(Q, a+b (• clausurativa: a, b
 Q, (a + b) + c =a + (b + c)(• asociativa: a, b, c 
Q, a+ b = b+ a(• conmutativa: a, b 
Q, a + 0 = a(• existencia elemento neutro: a
Q y a+( – a) =0(Q, –a(• existencia elemento inverso: a
Q, si a + b = a + c entonces b=c(• cancelativa: a, b, c  

    Todas estas propiedades son consecuencia directa de la definición y de las propiedades de la suma y el producto de números enteros.

    Dada una ecuación
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    la solución es: 
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    en efecto:
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    El producto de dos números racionales es igual a otro número racional cuyo numerador es igual al producto de numeradores y cuyo denominador es igual al producto de denominadores:
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    Para los signos se siguen las mismas reglas que en el producto de enteros. 

En el caso de que sean más de dos los factores, el producto se hace del mismo modo:
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 0(   0 luego existe((quiere decir que m [image: image146.png]2=



( Q tal que
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Las necesidades numéricas van conduciendo a sucesivas ampliaciones de los campos numéricos. 

Partiendo de la sucesión de números naturales, que surge intuitivamente, y de la suma, se plantea la cuestión de la operación inversa de ésta -la sustracción – y la necesidad de ampliar el campo de los números naturales para resolverla en todos los casos. 

Análogamente, la necesidad de dotar a la multiplicación de una operación inversa conduce a los números racionales. 

Aunque en este prontuario el camino se detiene aquí, las sucesivas ampliaciones existen. 

Existe el conjunto de los números reales, donde todos los números positivos tienen dos raíces de orden par (algunas de, estas raíces forman el conjunto de los números irracionales); los números reales contienen también los números trascendentes, que son los números que no son solución de ninguna operación algebraica (los números trascendentes son también irracionales), el más conocido de los cuales es el número š = razón entre la longitud de una circunferencia y su diámetro..

    El producto de números racionales verifica las propiedades:

• clausurativa: a,  Q(b (Q, a(b
 c)( (b ( c =a ( b) ( Q, (a (• asociativa: a, b, c 
 a( b = b (Q, a (• conmutativa: a, b 
 1 = a(Q, a (• existencia elemento neutro: a
    Q es(observese que 1   1 = [image: image148.png]3|3



   0(Z, m (cualquiera que sea m 
 0(Q, y a (• existencia elemento inverso: a
    existe un elemento, que se nota [image: image149.png]
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= 1 o a-1 a = 1(
 c entonces b=c( b = a ((Q, si a(• cancelativa: a, b, c  

    Estas propiedades son consecuencia de la definición y de las propiedades del producto de enteros.

    La  0 y en este caso ésta es x=b/a.(ecuación ax=b tiene solución si y sólo si a  

En efecto, si a=0 se tiene: 0x=0=b, luego si a = b = 0, la ecuación ax=b[0x=0] tiene múltiples  0, ax = b no tiene solución.((infinitas) soluciones; si a = 0 y b  

 b existe a(Si a -1 Q y x = b · a(-1.

    Como ya se ha dicho, un número racional [image: image152.png]


también puede interpretarse como el cociente m:n.

    Ejemplos:
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= 0.4
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= 0.125
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= 0.42854285...= 0.4285
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= 0.14444... = 0.14

    Puede observarse que algunos racionales tienen una expresión decimal finita y otras periódica. 

El periodo se indica con una raya horizontal sobre el grupo de cifras que lo componen. 

En sentido amplio puede considerarse que todas las fracciones son periódicas; basta considerar tan solo que el periodo está compuesto por la cifra 0; por ejemplo,
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= 0.25 = 0.250

    Los términos de una fracción decimal se identifican por su nombre:

33.1234567891234......
33: parte entera
1: décimas; 
2: centésimas; 
3: milésimas; 
4: diezmilésimas; 
5: cienmilésimas; 
6: millonésimas; 
7: diezmillonésimas; 
8: cienmillonésimas; 
9: milmillonésimas; 
1: diezmilmillonésimas;    
2: cienmilmillonésimas;    
3: billonésimas; 
4: diezbillonésimas;.......

En realidad, la noción de número racional fue introducida probablemente para expresar el resultado de un cociente que no daba exacto. 

Seguramente, la primera aplicación de los números racionales fue la medida, que exige tomar una unidad arbitraria y ver cuántas veces está contenida en el objeto.

 RACIONALES1. 

¿A qué se llama fracciones?
2. ¿Cómo se dice que son las fracciones iguales?
FRACCIONES
1. ¿Qué es necesario para sumar fracciones de distinto denominador?
2. ¿Qué propiedades verifica la adición de números racionales? 

 RAZONES Y PROPORCIONES
    Razón o relación de dos cantidades es el resultado de compararlas. 

Esta comparación puede hacerse de dos modos, puede compararse cuánto excede una a la otra (razón aritmética) o cuántas veces contiene una a la otra (razón geométrica). 

La primera de estas comparaciones sólo puede establecerse entre cantidades de la misma especie, por ejemplo, entre longitudes, pesos, velocidades. 

Las magnitudes que están relacionadas por una razón geométrica se dice que son proporcionales; por ejemplo, la velocidad es la razón entre el espacio recorrido y el tiempo en que se ha recorrido ese espacio; el ritmo cardíaco es la razón entre las pulsaciones del corazón y el tiempo.

    La proporción es la igualdad de dos razones geométricas: 
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    Los términos representados por a, d son los extremos; los términos b, c son los medios.

    La propiedad fundamental de las proporciones dice: el producto de medios es igual al producto de extremos (ad = bc). 

Esta propiedad permite que dados tres elementos de la proporción, se pueda hallar el cuarto.

    Esta proporcionalidad nos lleva a la denominada regla de tres. 

Si falta uno de los términos de la comparación, se puede hallar mediante operaciones, con los otros tres. Así a=1; b=2; c=3; d=x
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 PROPORCIONES

1. ¿Qué dice la propiedad fundamental de las proporciones?
2. ¿Qué permite la propiedad de las proporciones? 

 MONOMIOS Y POLINOMIOS

Un monomio es una expresión algebraica en que figuran sólo operaciones de multiplicación, división, potenciación y radicación. 

Se llama grado del monomio a la suma de los exponentes de las diversas variables: 

a 
es de primer grado; 

0.3 ab 
de segundo grado;

6 abx2 
de cuarto grado. 

Un polinomio es la suma algebraica de dos o más monomios. 

El grado de un polinomio es el del monomio de mayor grado. 

Un polinomio se denomina homogéneo en una o varias variables si todos sus términos son del mismo grado en dichas variables; por ejemplo, 3xy+ 2x2 5y2 es un polinomio homogéneo de segundo grado en x e y.
Un polinomio puede tener un número infinito de términos, aunque sólo un número finito de términos tienen el coeficiente distinto de cero.
    Consideremos una fórmula o expresión, por ejemplo A = 3b. 

En ella los valores A y b son variables y 3 es una constante. A y b son variables porque sobre su dominio N, Z, Q, pueden tomar cualquier valor. 
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Sin embargo, hay una diferencia entre ellas, mientras b puede tomar realmente cualquier valor que elijamos, A tomará un valor igual a 3b que dependerá del valor escogido para b. 

Por ello b recibe el nombre de variable independiente y A el de variable dependiente (de b) o función (de b). 3 siempre tiene el mismo valor, es por ello que se llama constante. 

Un polimonio puede interpretarse como una función numérica: para cada valor de la variable el polinomio es igual a un número. 

Esta función recibe el nombre de función polinómica. 

La representación gráfica de una función polinómica de una variable es una línea en el plano, más o menos sinuosa según el grado del polinomio: primer grado = recta; segundo grado = parábola; etc..

 En el caso de la fórmula inversa b= [image: image160.png]w| e



, b es ahora la variable independiente o función (de A) y A es la variable independiente. 

La constante es ahora [image: image161.png]


.

    Una expresión del tipo 3ax en la que todos sus elementos están enlazados por productos se llama monomio. 

Varios monomios enlazados con los signos + o – constituyen un polinomio. 

Estos monomios reciben el nombre de términos del polinomio. Los polinomios con un solo término son, obviamente, monomios; si tienen dos se llaman binomios; si sus términos son tres, trinomios. 

A partir de cuatro, los polinomios se designan por su número de miembros:

    Expresiones polinómicas del tipo a+a+a ó bx2+bx2 pueden simplificarse y escribirse a+a+a=3a, bx2 +bx2 =2bx2 .

    Se llama coeficiente al factor constante de un término. 

Por ejemplo, en 4m el coeficiente es 4; en [image: image162.png]


a es [image: image163.png]


r(, en 2.(, el coeficiente es 

    Una expresión como a equivale a 1 · a y su coeficiente es, por tanto, 1.

    Un producto a · a · a · a puede simplificarse a · a · a · a = a4, en la que 4 es el exponente, a es la base y todo el término es la potencia. Como x = x1, el exponente de x es 1.

    Se llama grado de un término al exponente de la variable. 

En el caso de que un término tenga varias variables, tendrá un grado respecto a cada variable y su grado será igual a la suma de grados respecto a las variables. 

Así 5a3b2 es de tercer grado respecto a la variable a, de segundo respecto a b y es un monomio de quinto grado. 

El grado de un polinomio es igual al de su término de mayor grado.

    Valor de un polinomio es el valor numérico que toma el polinomio al sustituir su variable (o sus variables si son varias) por un número dado.

POTENCIAS

Potencia de un número real es el producto de tantos factores iguales como indica el número llamado exponente.

    Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes:

ax · ay = ax+y
    Para elevar una potencia a otra potencia se multiplican los exponentes:

(ax)y = ax·y
    Para elevar un producto a una potencia se eleva a dicha potencia cada uno de los factores:

(abcd)m = am· bm · cm · dm
    Para dividir potencias de la misma base se restan los exponentes:
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• si m> n, se obtiene un exponente positivo.

• si m=n, el exponente es cero y el cociente 1, luego a0=1.

    Ejemplo:
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• si m<n, se obtiene un exponente negativo. 

    Ejemplo:
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   Los términos de un polinomio que son exactamente iguales o que sólo difieren en el coeficiente se llaman términos semejantes. 

Para sumarlos o restarlos basta sumar o restar los coeficientes: 

3a2 +2a2= (3+2) a2 =5a2
    Para multiplicar monomios, se hace el producto de los coeficientes por una parte y el producto de las variables por otro: 

(8a3 b2 ) x (5ab4 ) = 
40 (a3 · a) (b2 b4) =
40 a4b6    

Mientras que el producto de dos polinomios es otro polinomio, no ocurre lo propio con el cociente

. 

Hablar de la división de un polinomio por otro sólo tiene sentido cuando ambos están ordenados respecto a la misma letra..

    Para sumar polinomios se forma otro polinomio con todos los términos de los polinomios sumandos y se reducen los términos semejantes: 

(5a2 – 3b+ 8) + (3a2 –2b) = 5a2 – 3b + 8 +
+ 3a2 – 2b = (5+ 3)a2 + ( – 3 – 2)b+ 8 = 
= 8a2 – 5b+ 8

    Obsérvese que cuando los polinomios sumandos contengan términos semejantes pueden colocarse en columna para facilitar la reducción de esos términos semejantes operando únicamente con los coeficientes:

Explicación:

    Para restar dos polinomios se suma al minuendo el opuesto del sustraendo. 

El polinomio opuesto del sustraendo tiene los mismos términos que éste pero con los signos invertidos:

(5a2 – 3b + 8) – (3a2 – 2b) = (5a2 – 3b + 8) + 
+(– 3a2 + 2b) = 2a2 – b + 8

(2x3 + 3x2y – 3y) – (5x3 – 2x2y – 2y) =
= (2x3 + 3x2y – 3y) + (– 5x3 + 2x2y+2y)

2x3 + 3x2y – 3y
–5x3 + 2x2y + 2y
   –3x3 + 5x2y – y    

    Para multiplicar un polinomio por un monomio se multiplica cada uno de los términos del polinomio por el monomio y se suman:

(8m2 –7mn+3n2) (–10mn2 ) = (8m2) (–10mn2 )+
+(– 7mn) (– 10mn2)+(3n2) (– 10mn2 ) =
= –80m3n2 + 70m2n3 – 30mn4

    Para multiplicar polinomios se multiplica cada uno de los términos de uno de ellos por todos los del otro polinomio y posteriormente se reducen los términos semejantes:

(x+ 5) (x – 3) = (x+ 5)x+ (x + 5) (– 3) =
x2 + 5x – 3x – 15 = x2 + 2x – 15 

    para facilitar las operaciones puede hacerse:

 
x + 5
ó
               x + 5
 

 
x – 3
 
                x – 3
 

 
x2 + 5x 
 
               – 3x – 15 
 

 
           – 3x – 15
 
x2 + 5x
 

 
      x2 + 2x – 15
 
        x2 + 2x – 15
 

Para dividir un polinomio por un monomio se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio:
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Como puede comprobarse, todas las operaciones entre polinomios se basan en las propiedades de las operaciones entre números y en las de las potencias.

POLINOMIOS
 1. ¿Qué es el valor de un polinomio?
2. ¿Cómo se llaman los términos que son exactamente iguales? 

 FUNCIONES

Una función es una relación en la que no hay dos pares ordenados que tengan el mismo primer elemento.

    Se dice que y es una función de x – se representa y = f(x)– si para cada valor de x se obtiene un valor de y.

 Cada valor de x se llama antecedente y cada valor correspondiente de y, imagen. 

El conjunto en el que puede tomar valores x es el dominio de definición. El conjunto de valores imagen es el conjunto imagen por f o el contradominio.

    En una función del tipo y = kx, se dice que x, y son directamente proporcionales. 

Son de este tipo, por ejemplo, la longitud de la circunferencia en función del diámetro (L =pd) o el perímetro de un polígono regular según la longitud de sus lados (P = kl).

    En una función del tipo xy = k o y = k/x, x, y son inversamente proporcionales. 

Por ejemplo, la función que relaciona los lados de un rectángulo de área fija (xy=A, y=A/x).

Por ejemplo, la relación 3x+1 = 2x se cumple para
x = 1, y sólo para este valor.

Existen igualdades, denominadas identidades, que se cumplen para cualquier sistema de valores dados a las letras que figuran en ellas, por ejemplo, (x+ y)2 = x2+ 2xy + y2. 

Se llama ecuación toda igualdad que sólo se satisface para un sistema conveniente de valores de ciertas letras (incógnitas) que aparecen en ella. 

    Si representamos gráficamente estas funciones en unos ejes perpendiculares (coordenadas cartesianas) se obtiene una recta que pasa por el punto (0,0) en el primer caso y una curva de dos ramas (en 1.º y 3.º cuadrante) cuyos extremos van acercándose a los ejes (hipérbola equilátera).

    Una función del tipo y=ax+b donde a y b son constantes, también tiene como representación una recta, aunque en este caso no pasa por el origen (0,0). 

    El valor b que toma y cuando x = 0 se llama ordenada en el origen; la función se anula (y = 0) cuando x = - b/a .

    Las funciones cuya representación es una recta se llaman lineales.

 ECUACIONES DE PRIMER GRADO
    Ecuación es toda igualdad que es cierta para determinados valores de las variables que intervienen en ella.

 Las variables que intervienen en la igualdad y que hay que determinar se denominan incógnitas. 

Por ejemplo, 8 – x = 3; 3+ 4 = y – 2; 5 = z/4; etc. Ç

Como puede observarse, estas igualdades son proposiciones abiertas que son ciertas para unos valores (x = 5; y = 9; z = 20) y falsas para los otros. 

Hallar estos valores para los que son ciertas las igualdades es resolver las ecuaciones.

    En una ecuación se llaman miembros a cada una de las expresiones de uno y otro lado del signo igual. 

Igualando a cero un polinomio de una o varias variables se obtiene una ecuación de una o varias incógnitas

El grado de la ecuación es el del polinomio, es decir, el del término de mayor grado del polinomio.

El valor de la incógnita para el que la igualdad representada en la ecuación es cierta es la raíz o solución de la ecuación.

    Pasando todos los términos a uno de los miembros y reduciendo posteriormente los términos semejantes, toda ecuación de primer grado con una incógnita queda de la forma: ax+ b = 0; entonces, hallar la raíz de la ecuación equivale a hallar en qué punto del eje de abscisas (que tiene por ecuación y = 0) corta la recta y = ax+ b, este punto es x = – b/a . 

    Dos propiedades fundamentales permiten resolver las ecuaciones de primer grado:

    I) Propiedad uniforme: 

 a + c = b + c(a = b 
 a · c = b · c(a = b 

    Il) Propiedad cancelativa:

 a = b(a + c = b + c 
 a = b(a · c = b · c 

    Dado que – a = + (– a), a/b = a · 1/b , las propiedades uniforme y cancelativa son válidas para la suma y el producto, y también para la resta y el cociente.

SISTEMAS DE ECUACIONES
    Problemas del tipo “hallar dos número cuya suma sea a” nos plantean ecuaciones de primer grado con dos incógnitas: x+y = a. 
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Esta ecuación tiene en Q un número infinito de soluciones: todos los puntos de la recta y = –x+a (o y= =a –x).

	La resolución de una ecuación de grado elevado exige la aplicación de complicados métodos; otro sistema consiste en dibujar la gráfica de la función y observar dónde la curva resultante corta al eje de abscisas (naturalmente este valor “observado” debe ser objeto de cuidadosa comprobación). 

En la función y = x3- 2x2+3, existe una sola solución real, que corresponde el valor x=-1.


    En general, las ecuaciones de primer grado con dos incógnitas tienen la forma: 

Ax + By + C = 0 que equivalen a:

y = - [image: image168.png]| e
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y si - [image: image170.png]| e



= m, n = - [image: image171.png]


, se tiene y = mx + n

    Se tiene la equivalencia: toda recta del plano se representa por una ecuación de primer grado con dos incógnitas y viceversa.

    Así, una ecuación ax+ by = c determina una recta con todas las posibles soluciones de esa ecuación. 

Si buscamos la solución simultánea de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas: 

	ax + by = c
mx + ny = p
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     A este conjunto formado por las dos ecuaciones con dos incógnitas se le llama sistema de ecuaciones. 

[image: image265.jpg]


Podemos hallarlo gráficamente como el punto de intersección de las rectas definidas por esas ecuaciones, ya que este punto pertenecerá tanto a una recta como a la otra y, consecuentemente, será solución tanto de una ecuación como de la otra.

    Puede ser que al representar las dos rectas sólo se obtenga una, es decir, que las dos ecuaciones representan una sola recta. 

En este caso las ecuaciones se llaman equivalentes y el sistema se dice dependiente. 

    Esto sucede cuando: a/m=b/n=c/p=K, o sea, las ecuaciones son de la forma:

ax+ by = c
aKx+ bKy = cK 

    Evidentemente, dividiendo la segunda por K se obtiene la primera. 

Diagrama de la función y=x2. 
Su representación es una parábola

También puede suceder que las ecuaciones representen rectas paralelas y no exista punto de intersección y consecuentemente, solución del sistema. 

    Esto se da cuando las ecuaciones son del tipo:

ax + by = c
ax + by = d

 d o más(con c  general:    

ax + by = c
aKx + bKy = Kc + d
on d ( 0.

    En este caso, el sistema se llama incompatible, porque en el primer caso se sigue por c = d en contradicción con la hipótesis y en el segundo que d = 0 también en contradicción con la hipótesis.
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	Diagrama de la función y=2x-1
Su representación es una recta.


    Si el sistema es de la forma: 

ax + by = 0 
cx + dy = 0

    Puede suceder:

    a) el sistema es independiente, la solución es x = y = 0

    b) el sistema es dependiente (a/c=b/d=K), cualquiera de las ecuaciones representa las infinitas soluciones del sistema.

    Considérese un sistema de ecuaciones, por ejemplo:

5x + 2y = 13
x - y = 5

 Un sistema formado por ecuaciones de primer grado o lineales se llama sistema lineal

(Si dicho sistema tiene tantas incógnitas como ecuaciones, su resolución se puede obtener mediante tres métodos principales: sustitución, comparación y adición)

representándolo gráficamente se obtienen dos rectas que se cortan en el punto solución del sistema. 

Sumando las dos ecuaciones miembro a miembro se obtiene 6x + y = 18. 

La recta representada por esta ecuación también pasa por el punto de intersección de las dos rectas primitivas. 

Luego, el sistema formado por una ecuación y una combinación de las dos ecuaciones primitivas es equivalente al sistema inicial, entendiendo por combinación lineal cualquier operación miembro a miembro (suma, resta, producto por una constante) que no altere el grado. 

Esta propiedad permite hallar la solución de un sistema de ecuaciones por el método de reducción.

    Sea el sistema: 

ax + by = c
mx +ny = d

 

	I) Multiplicando la primera ecuación por el coeficiente de y de la segunda y viceversa:
    anx+ bny = cn 
    bmx+ bny = bd

• Cambiando el signo a una de la ecuaciones (multiplicando por -1).
    anx+ bny = cn 
    -bmx - bny = - bd

• Sumando miembro a miembro:
    anx - bmx = cn - bd

• Sacando factor común:
    (an - bm) x = cn - bd

• Por último:
    x = [image: image174.png]




	I) Multiplicando la primera ecuación por el coeficiente de x de la segunda y viceversa: 
    amx+ bmy = cm 
    amx+ any = ad

• Cambiando el signo a una de la ecuaciones (multiplicando por -1).
    amx+ bmy = cm 
    -amx - any = - ad

• Sumando miembro a miembro:
    bmy - any = cm - ad

• Sacando factor común: 
    (bm - an) y = cm - ad

• Por último:
    y = [image: image175.png]





 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

(Obsérvese que el denominador de estas expresiones es la diferencia del producto cruzado de los coeficientes de las incógnitas de las ecuaciones, en el caso de que sea incompatible o indeterminado, estos productos son 0 y no hay solución).

    Comprobación:
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 ECUACIONES DE 2º GRADO
    Una ecuación de segundo grado es una ecuación que, después de preparada, tiene la forma:

ax2 + bx + c = 0
 0(con a 

    En una ecuación de segundo grado ax2 + bx + c = 0, el coeficiente a del término cuadrático ax2 es siempre distinto de cero; pero el coeficiente b del término lineal bx y el término independiente c si pueden ser 0.

La fórmula de resolución de una ecuación de segundogrado era conocida desde la antigüedad (por Pitágoras y Diofanto) en algunos casos particulares.

    Cuando b, c o ambos son cero, resultan las ecuaciones incompletas. 

ax2 = 0
ax2 + c + 0
ax2 + bx + 0

	    Resolución de la ecuación general 

    Veamos ahora cómo se resuelve la ecuación de segundo grado ax2 +  0(bx + c 
    1.- Pasamos c al segundo miembro
    ax2 + bx = c

    2.-  0(Dividimos los dos miembros por a 
    Así se obtiene en el primer miembro un binomio de la forma
    x2 + mx
    x2 + b/a . x = -c/a

    Llamamos a ambos miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de
    x : (b/2a)2 = b2/4a2
    x2 + b/a . x + b2 + 4a2 = c/a + b2/4a2
    Los dos miembros de esta igualdad se pueden escribir así:

    Primer miembro
    x2 + b/a · x + b2/4a2 = (x + b/2a)2 = (2ax + b/2a)2 = (2ax + b)2/4a2
    Segundo miembro
    (2ax + b)2 /4a2 = b2 - 4ac/4a2 de donde (2ax + b)2 =b2 (- 4ac  
     2ax + b = - b(2 - 4ac

    Esta última ecuación se puede desdoblar en dos ecuaciones de primer grado:

    2ax + b = + ( b2 - 4ac 

    2ax + b = ((( b2 - 4ac

    de donde se obtienen las soluciones
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    En la práctica se escriben las dos fórmulas juntas
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    Esta expresión es conocida como la FÓRMULA de la ecuación de 2º grado.


 

Una ecuación de segundo grado conoce dos soluciones x1 y x2 cuando el radical es diferente de cero. 

Si dicho radical se anula, se dice que existen dos soluciones o raíces coincidentes. 

La expresión subradical b2-4ac se denomina discriminante de la ecuación.

ECUACIONES DE 2º GRADO
DISCRIMINANTE Y DISCUSIÓN DE LAS RAÍCES

En una ecuación de segundo grado, si a, b y c son reales, las raíces lo serán también, y distintas si el discriminante es mayor que cero y coincidentes si es igual a cero. 

Si es negativo, la ecuación carecerá de soluciones reales.

    La fórmula:  [image: image180.png]_-b #VB? dac
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permite resolver la ecuación de segundo grado ax2 0 y(+ bx + c = 0, siempre que a siempre que el radical [image: image181.png]Vb dac



esté definido. 

El número b2 - 4ac se llama discriminante porque permite discriminar la naturaleza de las raíces y hacer distinciones entre unas ecuaciones y otras.

    El .(discriminante se representa 
     = b(2 - 4ac

    Según el signo del discriminante, se pueden considerar los siguientes casos:

    1.- Cuando el discriminante es positivo:
     = b(2 - 4ac > 0

    En este caso, la ecuación tiene dos raíces reales y distintas:
    x1 = [image: image182.png]b V- dac




    x2 = [image: image183.png]b+ - dac
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    2.- Cuando el discriminante es cero
     = b(2 - 4ac = 0

    En este caso, la ecuación tiene las raíces iguales:

[image: image184.png]



    Como x1 = x2, se suele decir que la ecuación tiene una sola raíz, que es  una solución doble.

    3.- Cuando el discriminante es negativo:

     =( b2 - 4ac < 0

    En este caso, al ser el radicando negativo, la ecuación no tiene soluciones en el cuerpo de los números reales, pero sí en el cuerpo de los números complejos.

    Ejemplo:
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ECUACIONES DE 2º GRADO
RELACIÓN ENTRE LAS RAÍCES Y LOS COEFICIENTES DE LA EDUCACIÓN
    • La suma de las soluciones es igual al coeficiente de x, cambiando de signo, dividido por el coeficiente de x2.

    • El producto de las soluciones es igual al término independiente dividido por el coeficiente de x2.

	S = x1 + x2 = -b/a
P= x1 · x2 = c/a


ECUACIONES DE 2º GRADO
DE LAS SOLUCIONES A LA ECUACIÓN
    Dividiendo por a en la ecuación de segundo grado ax2 + bx + c = , se obtiene:

x2 + (b/a)x + c/a = 0

    Por las propiedades estudiadas anteriormente, se obtiene:

S = x1 + x2 = -b/a
b/a = - (x1 + x2) = -S
P = x1 . x2 = c/a
c/a = - (x1 . x2) = -P

    Sustituyendo en la ecuación x2 + (b/a)x + c/a = 0, se tiene:

x2 - (x1+x2)x + x1 . x2=0
x2 - Sx + P = 0 [1]

    que es la ecuación de segundo grado con los coeficientes en función de la suma y del producto de las ecuaciones. Operando con la ecuación [1] podemos encontrar otra ecuación en forma factorial:

x2 - xx1 - xx2 + x1x2
    Sacando como factor común x en los dos primeros sumandos y el factor -x2 en los dos últimos:

x(x - x1) - x2 (x - x1)= c

    Sacando factor común (x - x1):

(x - x1) (x - x2) = 0

    La ecuación

  (x - x1) (x - x2) = 0 

    tiene por soluciones x1 y x2 pero también tiene estas soluciones cualquier ecuación que resulta de multiplicar la anterior por un número distinto de cero:

a(x - x1) (x - x2) = 0

     Ejemplo: Las soluciones de una ecuación son 5 y 4/3. ¿Cuál es la ecuación?

    Solución:

• primer método

Suma de las soluciones
S = x1 + x2 = 5 + 4/3= 19/3

Producto de las soluciones
P = x1 . x2 = 5 . 4/3= 20/3

Ecuación:
x2 - Sx + P = 0
x2 + 19/3x + 20/3 = 0
o bien 3x2 + 19x + 20 = 0

• segundo método
Calculamos el producto (x - 5) (x - 4/3) = 0
x2 - 5x - 4/3x + 20/3 = 0
x2 - 19/3x + 20/3 = 0
3x2 - 19x + 20 = 0

 SISTEMA MÉTRICO DECIMAL
En 1968 el Comité lnternacional de Pesas y Medidas abandonó la definición del litro en términos de la densidad del agua y decidió usarlo como sinónimo del decímetro cúbico.

    La unidad fundamental del sistema métrico decimal es el metro, que se definió como la diezmillonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre.

 A partir de esta definición se construyó un patrón de platino iridiado que se guarda en París. 

Posteriormente, a raíz de mediciones más precisas, fruto de los adelantos técnicos de los últimos años, se han dado otras definiciones más exactas del metro. 

    El metro tiene múltiplos para medir longitudes mayores y submúltiplos para las menores.
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    Así cada unidad es igual a diez veces la anterior y la décima parte de la siguiente. 

Para las unidades de superficie se usan los cuadrados de estas unidades.

Miriámetro cuadrado (Mm2 ) = 100 Km2 = 108 m2
Kilómetro cuadrado (Km2) =100 Hm2 =106 m2
Hectómeotro cuadrado (Hm2) = 100 Dm2 =104 m2
Decámetro cuadrado (Dm2) = 100 m2

Metro cuadrado (m2)

decímetro cuadrado (dm2) = 0.01 m2
centímetro cuadrado (cm2) = 0.01 dm2 = 10-4m2
milimetro cuadrado (mm2) = 0.01 cm2 = 10-6m2
El establecimiento del actual sistema métrico decimal se remonta a 1791, año en que la Asamblea Nacional francesa encargó a doce destacados científicos la revisión de las unidades entonces vigentes. 

Se acordó definir el metro como la diezmillonésima parte del cuadrante del meridiano terrestre. 

Se acordó también definir la unidad de tiempo, el segundo, como la 1/86.400 parte del día solar medio.

    Ahora, la relación entre una unidad y la siguiente es 102 (de mayor a menor) y 10-2 (de menor a mayor). También para las superficies se usan:

Hectárea (Ha) =100 áreas =104 m2 = Hectómetro cuadrado
área (a) = 100 m2 = Decámetro cuadrado
deciárea (da) = 0.01 áreas = metro cuadrado 

    Las unidades de volumen son:

Miriámetro cúbico (Mm3) = 1 000 Km = 1012 m3
Kilómetro cúbico (Km3) = 1 000 Hm = 109 m3
Hectómetro cúbico (Hm3) = 1 000 Dm = 106 m3
Decámetro cúbico (Dm3) = 1 000 m3 = 103 m3
Metro cúbico (m3)

decímetro cúbico (dm3) = 0.001 m3 = 10-3 m3
centímetro cúbico (cm3) = 0.001 dm3 =10-6 m3
milímetro cúbico (mm3) = 0.001 cm3 = 10-9 m3
    Para la capacidad, la unidad fundamental es el litro, que se define como la cantidad de agua destilada a 4 ºC de temperatura que cabe en un decímetro cúbico; sus múltiplos y submúltiplos son:

Mirialitro (Ml) = 10 Kl = 10 000 l
Kilolitro (Kl) = 10 Hl = l 000 l
Hectolitro (Hl) = 10 Dl = 100 l
Decalitro (Dl) = 10 l

litro (l)

decilitro (dl) = 0.1 l
centilitro (cl) = 0.1 dl = 0.01 l
mililitro (ml) = 0.1 cl = 0.001 l

    El peso se define a partir del gramo (peso de un ml de agua destilada a 4 ºC de temperatura) o del Kilogramo (peso de un l de agua en las condiciones anteriores). 

Se tiene:

Tonelada métrica (Tm) = 10 Qm = l 000 Kg =106 g
Quintal métrico (Qm) = 10 Mg = 100 Kg =105 g
Miriagramo (Mg) = 10 Kg = 104 g
Kilogramo (Kg) = 10 Hg = l 000 g
Hectogramo (Hg) = 0.1 Kg = 10 Dg = 100 g
Decagramo (Dg) = 0.01 Kg = 10 g 

gramo (g) = 0.001 Kg 

decigramo (dg) = 0.1 g
centigramo (cg) = 0.1 dg = 0.01 g
miligramo (mg) = 0.1 cg = 0.001 g

    En el caso del agua (destilada, es decir, 100% pura, a 4 ºC), las equivalencias entre las unidades de volumen, capacidad y peso son:

	Volumen   
	m3   
	dm3   
	cm3   
	mm3

	Capacidad   
	Kl   
	l   
	ml
	

	Peso   
	Tm   
	Kg   
	g   
	mg


 

En la actualidad, el sistema métrico decimal es obligatorio en la mayoría de países, con la excepción de Estados Unidos y algunos otros países de habla inglesa. 

No obstante, la adopción de este sistema fue muy lenta en Occidente: en 1840 sólo Grecia y los Países Bajos se habían adherido a él.

 

SISTEMA MÉTRICO
1. ¿Cúal es la unidad del sistema métrico decimal?
 SISTEMA BINARIO
    Ademas del sistema decimal, que es el utilizado para nuestros cálculos habituales, existen otros muchos sistemas posicionales.

    El sistema binario tiene una gran importancia porque ha permitido desarrollar estructuras conceptuales que facilitan el diálogo entre el hombre y los ordenadores. 

Ello se debe al hecho de que, en última instancia, las memorias de los ordenadores constan de unidades cuyo estado de carga o descarga es susceptible de ser representado con dos símbolos, como son el 1 y el 0. 

Cada una de ellos es capaz de representar, por ejemplo, un estado de carga o de descarga respectivamente.

    Cuando se desea expresar en sistema decimal una cierta cantidad de la que conocemos su expresión binaria, se considera que las posiciones del 1, la cifra significativa en el sistema binario, indican potencias de 2.

De lo que hemos visto hasta ahora se desprende que:

1{2

= 1·20 
= 1;
10{2 

= 1·21
=2;
100{2

=1·22
=4;
1000{2

=1·23
=8;
10000{2
=1·24
=16;
100000{2
=1·25
=32;
1000000{2
=1·26
=64; 
10000000{2
 =1 ·27 = 128;
100000000{2
 = 1·28 = 256.

    Con un ejemplo en particular:

1111011001{2 = 1·29 + 1·28 + 1·27 + 1·26 + 0·25 + 1·24 + 1·23 + 0·22 + 0·21 + 1·20 = 512 + 256 + 128 + 64 + 0 + 16 + 8 + 0 + 0 + 1 = 985{10
101110001{2 = 1·29 + 0·28 + 1·27 + 1·26 + 1·25 + 0·24 + 0·23 + 0·22 + 1·21 + 0·20 = 512 + 0 + 128 + 64 + 32 + 0 + 0 + 0 + 2 + 0 = 738{10 .

 

GEOMETRÍA Y MÉTRICA
    Los conceptos de punto, recta y plano geométricos son puramente intuitivos, no pudiéndose dar una definición geométrica rigurosa de ellos. 

Sin embargo, a partir de la idea intuitiva de plano, puede definirse la recta como la intersección de dos planos, y el punto como la intersección de dos rectas.

    La propiedad característica del punto geométrico es que éste no tiene ninguna dimensión. 

Se representa convencionalmente por medio de un punto ortográfico de la menor dimensión posible. 

Cada punto se denomina mediante una letra mayúscula situada a uno de los lados del punto.

    La recta geométrica se caracteriza por tener longitud infinita, pero sólo longitud. 

Convencionalmente se representa por medio de un fino trazo de la longitud que convenga y se nombra mediante una letra minúscula, o bien mediante dos letras mayúsculas situadas en dos puntos cualesquiera de la recta (ya que dos puntos geométricos determinan siempre una recta).

 La propiedad característica del plano geométrico es que posee una superficie ilimitada, aunque no ocupa ningún volumen (sólo tiene superficie). 

Se suele representar convencionalmente por medio de un paralelogramo de lados menores inclinados. 

Se nombra mediante una letra del alfabeto griego o bien mediante una letra mayúscula 

situada en una de las zonas extremas.

    Una importante propiedad que relaciona estos tres conceptos dice: una recta que tenga dos puntos en un plano está toda ella contenida en él.

    Otros conceptos importantes de la geometría son: 

    – Semirrecta: Porción de recta comprendida entre un punto cualquiera de la recta (denominado origen) y el infinito.

   – Segmento: Porción de recta comprendida entre dos de sus puntos. Uno de ellos es el origen del segmento y el otro es el extremo del segmento

    – Vector: Segmento orientado, es decir, con origen y extremo determinado. Un vector AB queda definido por: a) el origen o inicio del vector A; b) el extremo o final del vector B; c) el módulo o longitud del vector igual a la longitud del segmento AB; d) la dirección, que es la de la recta AB sobre la que está situado el vector, e) el sentido, que se dirige desde el origen A hacia el extremo B del vector.

   – Semiplano: Porción de plano comprendida entre una recta AB contenida en él y el infinito. 

A Tales de Mileto (siglo Vl a. C.) se atribuye la introducción en Grecia de los estudios geométricos. 

Estos estudios fueron perfeccionándose y alcanzaron su sistematización en el curso de tres siglos, con los Elementos de Euclides.

El matemático Euclides (s. IV y III a. C.) vivió en Alejandría durante el reinado de Tolomeo I. 

Su obra más célebre se titula Elementos y en ella se halla reunido cuanto se había conseguido hasta entonces en la geometría griega. 

Los principios que esta obra desarrolla, perfectamente sistematizados, han servido de base a la geometría durante dos mil años.

Algunas propiedades y definiciones fundamentales son: 
    • Una recta es un conjunto de puntos.

    • Una recta es un subconjunto del plano que la contiene.

    • Una recta contiene un número infinito de puntos.

    • Entre dos puntos de una recta está contenido un número infinito de puntos.

    • Dos segmentos son consecutivos cuando tienen en común un extremo y ningún otro punto.

    • Dos segmentos consecutivos son adyacentes cuando pertenecen a la misma recta.

    • En un plano hay un número infinito de rectas.

    • Por un punto del plano pasa un número infinito de rectas. 

    • Por un punto del espacio pasan un número infinito de rectas.

    • Por dos puntos de un plano pasa una recta y sólo una.

    • Por definición, la distancia más corta entre dos puntos es la longitud del segmento que los une.

Orientar una recta (o uno de sus segmentos) equivale a establecer una relación de orden total en el conjunto de sus puntos, de tal modo que, dados tres de dichos puntos A, B y C, el B se halle entre A y C (los separa) si y sólo si se cumple una de estas dos eventualidades: A precede a B y B a C; C precede a B y B a A.

Se llama haz propio (o simplemente haz) de rectas al conjunto de todas las rectas que pertenecen simultáneamente a un punto y a un plano, es decir, rectas yacentes en un mismo plano y que pasan por un mismo punto; el punto se denomina vértice o centro del haz.

 OPERACIONES CON SEGMENTOS
SUMA O ADICIÓN DE SEGMENTOS
    Para sumar varios segmentos se transportan sobre una recta cualquiera, de modo que el extremo de uno sea el origen de otro (para situar el primero se toma un punto arbitrario). 

El segmento suma es el que tiene por origen el origen del primer segmento sumando y por extremo, el extremo del último segmento sumando. 

 RESTA O SUSTRACCIÓN DE SEGMENTOS
    Para restar dos segmentos se traslada sobre el extremo minuendo (que debe ser mayor o igual que el segmento sustraendo; en caso contrario no es posible realizar la sustracción) el segmento sustraendo de modo que coincidan los orígenes o los extremos. 

El segmento diferencia es la parte del segmento minuendo comprendida entre los extremos o los orígenes no coincidentes, es decir, la parte de minuendo no coincidente con el sustraendo.

 PRODUCTO DE UN SEGMENTO POR UN NÚMERO REAL
    Se procede como en el caso de la suma, con tantos sumandos iguales al segmento que se multiplica como unidades tiene el número.

    Varios segmentos unidos de modo que el extremo de uno coincida con el origen del siguiente forman una línea poligonal. 

Si el extremo de último coincide con el origen del primero, la línea poligonal es cerrada; en caso contrario (no coinciden), la poligonal es abierta.

    Una línea poligonal cerrada divide al plano en dos partes: el interior de la línea y el exterior (aunque en sentido estricto son tres las partes, ya que los puntos de la misma poligonal no son del interior ni del exterior, sino de una parte llamada «frontera entre ambas»).

    Un punto es del interior si cualquier recta que pase por el punto corta a la poligonal; si existe alguna recta que pase por el punto que no corte al polígono, el punto es exterior. 

La parte del plano interior a la línea poligonal se denomina polígono.

    Un polígono es convexo si cualquier recta que lo corte lo divide sólo en dos partes; si alguna recta lo divide en más de dos rectas, es cóncavo. 

  ÁNGULOS
  Definimos el ángulo como la porción de plano comprendida entre dos semirrectas que parten de un oriogen común. Las dos semirrectas reciben el nombre de lados del ángulo y el origen común a ambas se denomina vértice.
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	Dos rectas que se cortan en el punto P forman un ángulo que se expresa mediante tres puntos, uno en cada lado (a y b) y el tercero en el vértice. 

Así, QPR es un ángulo de vértice P cuyos lados son PQ y PR


    Como puede apreciarse dibujando dos semirrectas con un origen común, quedan determinados dos ángulos: uno interior que se llama convexo y otro exterior llamado cóncavo. 

Aunque al hablar de un ángulo (si no se especifica lo contrario) se sobreentiende el interior.

    Los ángulos se denominan mediante tres letras mayúsculas, dos de ellas situadas en los lados y la tercera en el vértice. 

También se denominan mediante una letra minúscula situada cerca del vértice o mediante la letra mayúscula que designa el vértice.

    En todo ángulo ABC, un lado BC puede llevarse sobre el otro BA efectuando un giro con centro en el vértice O. 

Según que el giro sea mayor o menor, será mayor o menor el ángulo correspondiente. 

Al efectuar dicho giro, cada punto del lado móvil BC de ángulo describe un arco de centro en el vértice del ángulo que se denomina arco correspondiente al ángulo dado. 

Los ángulos y los arcos se miden por grados. 

Un punto que realiza un giro completo (regresando al lugar original) recorre una circunferencia que por definición tiene 360 grados. 

Cada grado se divide en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos (sistema sexagesimal). 

TIPOS DE ÁNGULOS
    • Consecutivos. Tienen el vértice y un lado común.
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	Dos rectas que se cortan en el punto P forman un ángulo que se expresa mediante tres puntos, uno en cada lado (a y b) y el tercero en el vértice. Así, QPR es un ángulo de vértice P cuyos lados son PQ y PR


    • Adyacentes. Tienen el vértice y un lado común y los lados restantes situados en prolongación uno del otro.

    • Llano. Tiene uno de sus lados como prolongación del otro. Mide 180º.

    • Recto. Es la mitad de un llano. Mide 90º.

    • Agudo. Mide menos que un recto.

    • Obtuso. Mide más que un recto.

    • Complemetarios. Los que sumados (puestos consecutivamente) miden un recto.

    • Suplementarios. Los que sumados dan como resultado un ángulo llano (180º); es decir, que puestos consecutivamente son adyacentes. Los adyacentes son suplementarios.

    • Bisectriz de un ángulo. Es la semirrecta que pasa por el vértice y divide al ángulo en dos partes iguales.

 RECTAS EN EL PLANO
    En el plano, dos rectas pueden tener dos (y por tanto todos), uno o ningún punto en común. 

En el primer caso son coincidentes, se cortan en el segundo y son paralelas en el tercero.

    Dos rectas que se cortan determinan cuatro ángulos iguales dos a dos. 

Estos ángulos iguales son los opuestos por el vértice, es decir, los que no son adyacentes.

    Cuando se cortan formando cuatro ángulos iguales, se dice que las dos rectas son perpendiculares. 

Cada uno de estos ángulos mide un recto (90º = 360º/4).

    Se entiende por mediatriz (o eje) de un segmento a la perpendicular por el punto medio del segmento dado. 

La mediatriz de AB es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de AB.

    Distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento perpendicular trazado desde dicho punto a la recta, que está comprendido entre ambos.

    Las rectas paralelas son equidistantes: todos los puntos de una de ellas están a la misma distancia de la otra.

    Existen un número infinito de rectas paralelas a una recta dada. Por cualquier punto pasa una sola recta, paralela a una recta dada.    

 ÁNGULOS

1. ¿Cómo definimos un ángulo?
2. ¿Cómo se miden los ángulos? 

 TRIÁNGULOS
    Triángulo es una figura plana, formada por tres segmentos que, considerados dos a dos, tienen un extremo común.

    Los segmentos AB, BC y CA que forman el triángulo se llaman lados del triángulo. 

Los ángulos formados por cada dos lados consecutivos son los ángulos del triángulo. 

Se denominan vértices del triángulo a los vértices de los ángulos.

    Un triángulo se designa mediante tres letras mayúsculas situadas en los vértices del triángulo. 

Estas mismas letras designan a los vértices del triángulo. 

Los lados del triángulo se designan normalmente mediante una letra minúscula e igual a la del vértice opuesto. 

Así, el lado AB se denomina c, ya que el vértice C es el opuesto a este lado.

TIPOS DE ÁNGULOS
a) Según los lados:
   • Equilátero. Tiene los tres lados iguales (en este caso los ángulos también son iguales).

    • Isósceles. Sólo dos lados iguales (los ángulos opuestos a estos lados también son iguales).

    • Escaleno. Tiene los tres lados desiguales (siéndolo también los ángulos).

b) según los ángulos:
   • Acutángulo. Tiene los tres ángulos agudos.

    • Rectángulo. Tiene un ángulo recto. Los lados de este ángulo se llaman catetos; el opuesto, hipotenusa.

    • Obtusángulo. Tiene un ángulo obtuso.

	CONGRUENCIA:   Dos triángulos son congruentes cuando tienen:
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	Iguales dos lados y el ángulo que forman.
	Iguales un mismo lado y los dos ángulos adyacentes a éste.
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	Iguales un mismo lado, uno de los ángulos adyacentes y el ángulo opuesto al lado igual.
	Los tres lados iguales.
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	Dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos iguales, a condición de que el ángulo adyacente al otro lado igual sea de la misma especie en los dos triángulos (recto, agudo u obtuso).

	En geometría euclídea, el término congruencia es equivalente al de igualdad de dos figuras


 

ELEMENTOS NOTABLES DE UN TRIÁNGULO
    Altura. Cada una de las perpendiculares trazadas desde un vértice al lado opuesto (o su prolongación). Las tres alturas de un triángulo se cortan en un punto llamado ortocentro.

    Mediatriz. Cada una de las perpendiculares trazadas a los lados del triángulo en su punto medio. Las tres mediatrices se cortan en un punto llamado circuncentro, por ser el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo.

    Mediana. Cada uno de los segmentos que van desde un vértice hasta el punto medio del lado opuesto. Las tres medianas de un triángulo se cortan en un punto llamado baricentro. El baricentro 0 divide a cada mediana de modo que el segmento comprendido entre 0 y el vértice es doble del comprendido entre 0 y el lado. 

    Bisectriz. Cada una de las bisectrices de los ángulos del triángulo. Las tres bisectrices se cortan en un punto llamado incentro, por ser el centro de una circunferencia inscrita en el triángulo, es decir, tangente a los lados del mismo.

    Suma de los ángulos de un triángulo. En todo triángulo se cumple que la suma de los ángulos vale 180 grados.

 CRITERIOS DE IGUALDAD DE TRIÁNGULOS
    Dos triángulos cualesquiera son iguales si se verifica una cualquiera de las siguientes condiciones:

    a) Que sea igual un ángulo y los lados que conforman este ángulo.
    b) Que sea igual un lado y los dos ángulos que tiene en común este lado.
    c) Que sean los tres lados iguales.

    Si se trata de dos triángulos rectángulos, los tres casos anteriores se simplifican, pues ya tienen un ángulo igual, por lo que las tres condiciones serán:

    Dos triángulos rectángulos son iguales si tienen iguales:

    a) los dos catetos;
    b) un cateto y un ángulo agudo; 
    c) la hipotenusa y uno de los catetos.

 CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS
    Dos triángulos son semejantes cuando tienen los ángulos iguales y los lados proporcionales.

    Para que dos triángulos cualesquiera sean semejantes ha de cumplirse una de las siguientes condiciones:

    a) que tengan dos ángulos respectivamente iguales.
    b) que tengan un ángulo igual y proporcionales los lados que forman este ángulo.
    c) que tengan los lados proporcionales.

    En el caso de que los dos triángulos sean rectángulos, como ya tienen un ángulo igual, las condiciones de semejanza serán:

    a) que tengan un ángulo agudo igual. 
    b) que los catetos de uno sean proporcionales a los del otro.
    c) que la hipotenusa y un cateto de uno sean proporcionales a la hipotenusa y un cateto del otro.

TRIÁNGULOS
 1. ¿Cuál es la definición del triángulo?
2. ¿Qué se cumple en la suma de los ángulos de un triángulo? 

TRIGONOMETRÍA
RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO:

RAZONES TRIGONOMÉTRICAS

Los topógrafos, en sus aplicaciones estrictamente prácticas, reducen sus problemas a triangulaciones

El triángulo es la figura fundamental para la descripción métrica de cualquier superficie
. 

El geómetra teórico, en sus análisis, recurre también a menudo a este polígono elemental.
    Se deben de considerar una serie de definiciones previas:

    – Un segmento x es media proporcional entre otros dos a, b cuando se verifica: 
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    – Dada una recta a y un punto P, se llama proyección del punto P sobre la recta a al punto P´ definido como la intersección de la perpendicular a a trazada por P y la misma recta a.

    – Proyección de un segmento MN sobre una recta a es el segmento M´N´ cuyos extremos son las proyecciones de los extremos M,N del segmento dado sobre la recta a.

    – En un triángulo rectángulo, seno de un ángulo es la relación (el cociente) entre el lado opuesto y la hipotenusa; el coseno de un ángulo es la relación entre el lado contiguo y la hipotenusa; la relación entre el seno y el coseno de un ángulo (o equivalentemente la relación entre el lado opuesto y el contiguo) es la tangente de ese ángulo. 

Aunque, definidos en un triángulo rectángulo, los valores de seno, coseno y tangente de un ángulo son valores fijos que se hallan perfectamente tabulados en las tablas trigonométricas. 

	Las razones
	Así como sus inversas: 

	seno 

(sen)
	cosecante 
(cosec =  1/sen)

	coseno
 (cos) 
	secante 
(sec = 1/cos) 

	tangente 
 (tg)
	cotangente
(cotg = 1/tg) 


reciben el nombre de razones trigonométricas.
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    Sea el triángulo rectángulo ABC (rectángulo en A)

    • Teorema del cateto. En todo triángulo rectángulo, se verifica que un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y la proyección de dicho cateto sobre la hipotenusa:
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    • Teorema de la altura. En todo triángulo rectángulo, la altura es media proporcional entre los dos segmentos en que divide a la hipotenusa:
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    • Teorema de Pitágoras. En todo triángulo rectángulo se cumple que el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos: 

a2 = b2 + c2
    De las definiciones de las razones trigonométricas se deduce:

b = a sen B = a cos C      
c = a cos B = a sen C  
      b = c tg B; c = b tg C 
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a2 = b2 + c2
TRIÁNGULOS NO RECTÁNGULOS
    Se verifica:

    1) El cuadrado del lado opuesto a un ángulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros lados menos el doble del producto de uno de ellos por la proyección del otro sobre él (fig.1).

a2 = b2 + c2 – 2cm
(m es la proyección de b sobre c) 

    2) El cuadrado del lado opuesto a un ángulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados más el doble del producto de uno de ellos por la proyección del otro sobre él (fig.2).

a2 = b2 + c2 + 2cm
(m es la proyección de b sobre c)

    (Obsérvese que, en un triángulo rectángulo, la proyección de un cateto sobre el otro es un punto –por ser perpendiculares– así como que la proyección de la hipotenusa sobre un cateto coincide exactamente con este cateto).

La geometría es la parte de las matemáticas dedicada al cálculo de los ángulos. 

En una circunferencia pueden determinarse algunas de las razones trigonométricas más importantes: sen a = gp; cos a = xp; tg a = gp/xp

    • Teorema de los senos. En todo triángulo se verifica que los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos: 
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    Siendo r el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo.

    • Teorema del coseno. En todo triángulo, el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble del producto de dichos lados por el coseno del ángulo que forman:
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a2 = b2 + c2 – 2bc cos A
b2 = a2 + c2 – 2ac cos B
c2 = a2 + b2 – 2ab cos C

 

FÓRMULAS DE BRIGGS O DE LAS TANGENTES
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	a, b, c son las longitudes de los lados del triángulo. 

p = semiperímetro del triángulo =[image: image201.png]atb+c






 

    

ÁREA DEL TRIÁNGULO
Son equivalentes:

    1) El área de un triángulo es igual al semiproducto de uno de los lados por su altura correspondiente. 

O el producto de la base por la altura, dividido por 2.

    En el caso de un triángulo rectángulo, su área es igual al semiproducto de los catetos.

    2) El área de un triángulo es igual al semiproducto de dos lados cualesquiera por el seno del ángulo comprendido entre ellos.

    3)  (A =   p (p-a) (p-b) (p-c), (Fórmula de Herón),
     siendo p = semiperímetro del triángulo =  [image: image202.png]atb+c




 

POLÍGONOS
    Se llama línea poligonal a la figura formada por varios segmentos AB, BC, CD, etc., tales que un segmento x y el siguiente tienen un extremo común.

    Cuando el primer segmento y el último de la línea poligonal tienen también un extremo en común se dice que la línea poligonal es cerrada. 

Los segmentos que forman la línea poligonal son los lados de la misma. 

Los extremos comunes de cada dos segmentos consecutivos son los vértices de la poligonal.

    Se llama polígono a la porción de superficie encerrada dentro de una línea poligonal cerrada. S

e denomina perímetro de un polígono a la suma de todos sus lados.

    Se llaman lados, vértices y ángulos de un polígono a los de la línea poligonal que lo delimita. 

Se denominan diagonales de un polígono a todos los segmentos que unen dos vértices no consecutivos.

    La suma de los ángulos de un polígono es igual a tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono menos dos.

 CLASES DE POLÍGONOS
    Podemos distinguir:

    • Polígonos regulares: Son aquellos que tienen todos los lados iguales y todos los ángulos iguales.

    • Polígonos irregulares. Los que no son regulares.

    • Polígonos convexos. Cuando tienen todos los ángulos salientes. En este caso una recta r sólo corta al polígono en dos puntos.

    • Polígonos cóncavos: Cuando tienen algún ángulo entrante. En este tipo de polígonos una recta cualquiera puede cortar el polígono en más de dos puntos.

Según el número de lados, los polígonos reciben las siguientes denominaciones:

triángulo (3 lados); 

cuadrilátero (4); 

pentágono (5);

 (h)exágono (6); 

(h)eptágono (7); 

octógono (8); 

eneágono (9); 

decágono (10); 

endecágono (11); 

dodecágono (12); 

pentadecágono (15). 

Para los restantes polígonos se indica únicamente el número de lados.

 CUADRILÁTEROS
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    Los cuadriláteros son los polígonos de cuatro lados. 

Según su forma se clasifican en:

    1) Paralelogramos. Tienen los lados paralelos dos a dos. A su vez se clasifican en: 

    Cuadrados: tienen los ángulos rectos y los lados iguales (polígono regular).

    Rectángulos: tienen los cuatro ángulos rectos.
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    Rombos: tienen los cuatro lados iguales.

    Romboides: no tienen lados ni ángulos iguales.

    2) Trapecios. Tienen dos lados paralelos (bases) y los otros dos no. A su vez, se clasifican en:

    Trapecio isósceles: tienen de igual longitud los lados no paralelos.

    Trapecio escaleno: tiene los lados no paralelos desiguales. 

    Trapecio rectángulo: tiene un lado perpendicular a las bases.

    En un trapecio son elementos notables la altura o segmento de la recta perpendicular a las bases y comprendido entre ellas (la longitud de la altura es la distancia entre las[image: image269.jpg]N 4



 bases); y la paralela media, o segmento de la recta que une los puntos medios de los lados no paralelos y comprendido entre ellos.

    3) Trapezoides. No tienen ningún par de lados paralelos.

Todos los lados de un hexágono regular miden lo mismo que el radio del círculo en el que se halla inscrito. 

Trazando los radios de éste hasta los vértices del hexágono se obtienen seis triángulos equiláteros cuyos ángulos miden 60º. 

Así, 60 x 6 = 360º, que es la suma total de los ángulos del hexágono. 

Trazando en un círculo seis cuerdas de longitud igual al radio se obtiene el polígono regular llamado hexágono.

 POLÍGONOS REGULARES
    Si un polígono tiene todos sus lados iguales se llama equilátero; si tiene todos sus ángulos iguales se llama equiángulo. 

Un polígono regular es el que es equilátero y equiángulo.

    Circunferencia circunscrita a un polígono regular es la que coincide con el polígono en todos sus vértices.

    Circunferencia inscrita en un polígono regular es la que es tangente al polígono en los puntos medios de todos sus lados.
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 Se llama radio y centro de un polígono regular al radio y centro de la circunferencia circunscrita al mismo. 

Se llama apotema de un polígono regular al radio de la circunferencia inscrita.

    El perímetro de un polígono es la suma de las longitudes de todos sus lados. 

En un polígono regular, por tener todos los lados iguales, es igual al producto de la longitud de uno de los lados por el número de ellos.

    El área de un polígono regular es igual al producto del semiperímetro del polígono por su apotema.

    Área del rectángulo: producto de la base por la altura (cualquiera de los lados es una base, la altura es cualquiera de los lados perpendiculares a la base).

    Área del cuadrado: lado al cuadrado.

    Área del rombo: semiproducto de las diagonales.

    Área del romboide: producto de la base por la altura (cualquiera de los lados es la base, la altura es la distancia entre el lado tomado como base y el opuesto).

    Área del triángulo: semiproducto de la base por la altura correspondiente a esa base.

    Área del trapecio: producto de la semisuma de las bases por la altura.

    (*) Cuando se desee hallar el área de un polígono no regular, no hay otra alternativa que descomponer el polígono en figuras más pequeñas cuya superficie se pueda conocer mediante fórmulas.

 POLÍGONOS SEMEJANTES
    Dos polígonos son semejantes cuando tienen los ángulos iguales y los lados correspondientes proporcionales.
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    Se denomina razón de semejanza al valor constante que adquiere el cociente entre cada dos lados correspondientes.

    Los lados correspondientes en los dos polígonos semejantes se denominan lados homólogos, y los vértices correspondientes, vértices homólogos.

 Polígonos semejantes
(dos trapecios).

 TEOREMA DE TALES
    Cuando un sistema de rectas paralelas corta a dos rectas cualesquiera, los segmentos que aparecen en una de éstas son respectivamente proporcionales a los segmentos correspondientes en la otra.

 CUERPOS GEOMÉTRICOS

GEOMETRIA 

Parte de la matemática que trata de las propiedades del espacio. 

La geometría más empírica se remonta a sumerios y egipcios, que la utilizaban para el cálculo de áreas de terreno. 

Entre los ss. VI y IV a.J.C., los griegos sistematizaron y desarrollaron una geometría científica, aunque intuitiva y con ribetes místicos. 

La geometría moderna tomó una orientación más algebraica que gráfica.

Con Descartes y Fermat y se orientó hacia la geometría analítica, en la que, fijando unos ejes de coordenadas o sistema de referencia, se representa cualquier punto del espacio mediante una terna de números, y cualquier línea mediante una ecuación  o un sistema de ecuaciones, lo cual permite dar un tratamiento algebraico a cualquier problema geométrico. 

Además, el método analítico da lugar a la generalización abstracta de espacios no necesariamente limitados a las tres dimensiones clásicas, pudiéndose extender los planteamientos geométricos a espacios n- dimensionales. 

Los avances de la física teórica plantearon problemas para los que se hizo necesario considerar geometrías no euclídeas, que incumplían el quinto postulado de Euclides, como la geometría hiperbólica de Lobachevski, que postula que por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas, y la geometría elíptica de Riemann, según la cual por un punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela. 

Hilbert y Huntington llevaron a cabo un proceso de formalización axiomática de la geometría euclídea bajo el punto de vista de la lógica matemática. 

Euclides: Postulados básicos de la geometría euclídea. Son los siguientes:

 1) 
Por dos puntos cualesquiera puede trazarse siempre una, y sólo una, recta que los 
une. 

2) 
Toda recta finita puede prolongarse indefinidamente. 

3) 
Cualquier punto puede ser centro de un círculo de radio arbitrario. 

4) 
Todos los ángulos rectos son iguales entre sí. 

5) 
Dada una recta cualquiera y un punto exterior a la misma, existe una, y 
solamente una, recta paralela a la primera que pasa por el mencionado punto 
(postulado de las paralelas).

Para su estudio, la geometria se divide en:

Analítica.
La que estudia las figuras geométricas con los medios proporcionados por el 

álgebra y el representación gráfica de las figuras geométricas. 

Euclídea. 
La que se desarrolla a partir de los cinco axiomas clásicos de Euclides. 

Hiperbólica. 
Geometría no euclídea fundamentada sobre una axiomática en la que por un 

punto exterior a una recta se puede trazar  más de una paralela a dicha recta. 

Métrica. 
Geometría que estudia las figuras invariantes por las isomerías. 

Proyectiva. 
Parte de la geometría que trata del estudio de las propiedades y los conceptos 



que son invariantes ante el grupo de transformaciones.

Los nuevos avances en otros campos de la matemática generalizaron aún más los conceptos de la geometría, estableciendo conexiones interdisciplinarias, como en el caso de:

· Los espacios vectoriales, que son parte del álgebra, 

· Las topologías, esencialmente relacionadas con la teoría de conjuntos.

PLANOS GEOMETRICOS: Poligonos.
Para comprender lo que afecta al conocimiento de los solidos, es necesaria una vision de los planos.

Las formas planas se conocen por poligonos: Figura geométrica formada por una línea quebrada cerrada adoptando las siguientes formas.

· Alabeado 
Polígono cuyos vértices no son coplanarios. 

· circunscrito. Con respecto a una circunferencia, aquel cuyos lados son 


tangentes a ella. 

· cóncavo. 
El que no es convexo. 

· convexo. 
El que está completamente contenido en uno de los semiplanos 

determinados por cualquiera de las rectas que contienen uno de sus 

lados. 

· equiángulo. 
El que tiene iguales todos sus ángulos. 

· equilátero. 
El que tiene iguales todos sus lados. 

· esférico. 
Porción de superficie esférica limitada por arcos de círculos 


máximos. 

· estrellado. 
Polígono regular cóncavo. 

· inscrito. 
Con respecto a una circunferencia, aquel cuyos vértices están 

todos situados sobre ella.

· plano. 
Aquel cuyos vértices son todos coplanarios. 

· regular. 
Aquel que tiene iguales todos sus lados y todos sus ángulos 

interiores.

Según el número de lados, los polígonos reciben el nombre de: 

· triángulo (3 lados), 

· cuadrilátero (4), 

· pentágono (5), 

· hexágono (6), 

· heptágono(7), 

· octágono (8), etc. 

Para un polígono plano no estrellado, la suma de los ángulos interiores viene dada por la expresión (n - 2) . 180o, donde n es el número de lados.

SOLIDOS GEOMETRICOS:
    Los sólidos geométricos del espacio – cuerpos geométricos – pueden clasificarse en dos grandes grupos:

    •Poliedros: 

cuerpos geométricos totalmente limitados por polígonos.

    •Cuerpos redondos: 
cuerpos geométricos engendrados por la rotación de una figura 



plana alrededor de su eje.

POLIEDROS
    Se llama poliedro a todo cuerpo geométrico que esté totalmente limitado por polígonos.

    En todo poliedro se distinguen los siguientes elementos:

• caras: 

polígonos que limitan el poliedro.
• aristas: 

lados de las caras del poliedro.
• vértices: 

vértices de las caras del poliedro.
• ángulos diedros: 
formados por cada dos caras del poliedro que tengan una arista en 


común.
• ángulos poliedros: 
formados por tres o más caras del poliedro con un vértice común.
• diagonales: 

segmentos que unen dos vértices no pertenecientes a la misma cara.
• planos diagonales:
formados por cuatro vértices de los cuales sólo dos pertenecen a la 


misma cara.

    Los poliedros se denominan según su número de caras: 

· tetraedro (cuatro caras), 

· pentaedro (cinco), 

· (h)exaedro (seis), 

· (h)eptaedro (siete), 

· octaedro (ocho), 

· eneaedro (nueve), 

· decaedro (diez), 

· endecaedro (once), 

· dodecaedro (doce), 

· pentadecaedro (quince) e icosaedro (veinte). 

Los demás poliedros no reciben ningún nombre en particular: poliedro de n caras.

    Un poliedro es convexo cuando cualquier recta sólo puede cortar a su superficie en dos puntos. 

Si alguna recta lo corta en más de dos puntos, el poliedro es cóncavo. 

Un poliedro es regular cuando todas sus caras son polígonos regulares iguales entre sí y todos sus ángulos diedros y poliedros son también iguales (sólo existen cinco poliedros regulares). 

Si no se cumple alguna de las condiciones anteriores, el poliedro es irregular.

TEOREMA DE EULER
    El número de caras de un poliedro más el número de sus vértices es igual al número de sus aristas más dos. 

Dentro de los poliedros existen tres grupos importantes, que son: 

· los prismas,
· los paralelepípedos 
· las pirámides.
PRISMAS
    Se denominan prismas aquellos poliedros limitados por dos polígonos cualesquiera iguales y de lados paralelos llamados bases y por tantos paralelogramos como lados tienen las bases.

    Dichos paralelogramos reciben el nombre de caras laterales del prisma. La distancia entre las dos bases se llama altura del prisma.

    Los lados de las bases constituyen las aristas básicas y los lados de las caras laterales las aristas laterales, (éstas son iguales y paralelas entre sí).

    Sección recta de un prisma es el polígono obtenido al cortar dicho prisma por un plano perpendicular a las aristas laterales.

Tronco de prisma es la porción de prisma comprendida entre una de las bases y una sección recta del prisma no paralela a las bases.

    Atendiendo al número de caras laterales del prisma, los prismas se clasifican en: 

· triangulares (tres caras laterales), 
· cuadrangulares (cuatro), 
· pentagonales 
· (h)exagonales, etc. 
· (el número de caras laterales depende del número de lados de las bases).
    Atendiendo a la perpendicularidad entre las bases y las caras laterales del prisma, un prisma puede ser:

· Recto, cuando las aristas laterales son perpendiculares a las bases (en este caso las caras laterales son rectángulos). 

· Oblicuo, cuando no se cumplen las condiciones para que sea recto (en este caso, las caras laterales son rombos o romboides).

    Atendiendo a la regularidad de sus bases y el carácter recto u oblicuo del prisma, los prismas se clasifican en: regulares, cuando son rectos y además las bases son polígonos regulares, e irregulares, cuando no son regulares.

    Área lateral del prisma es la suma de las áreas de las caras laterales del mismo. 

Cuando se trata de un prisma recto, es igual al perímetro de la base por la altura del prisma; si el prisma es oblicuo, es igual al perímetro de la sección por la altura del prisma.

    Area total del prisma es igual al área lateral más el área de las bases.

    El volumen del prisma es igual al producto del área de la base por la altura del prisma.

PARALELEPÍPEDOS
    Se denominan paralelepípedos aquellos prismas cuyas bases son paralelogramos. 

Un paralelepípedo tiene seis caras, paralelas e iguales dos a dos; cuatro diagonales que se cortan en el centro del paralelepípedo y seis planos diagonales.

• Cubo: 

Paralelepípedo cuyas seis caras son cuadrados (se trata además de un poliedro regular, ya que todos los ángulos poliedros son también iguales).

• Ortoedro: 

Es un paralelepípedo cuyas seis caras son rectángulos (dos de ellas pueden ser cuadradas). 

• Romboedro: 

Es un paralelepípedo cuyas seis caras son rombos o romboides.

• Romboedro recto: 

Ees un paralelepípedo con cuatro caras rectangulares y las dos restantes rombos o romboides.

Propiedades de los ortoedros:

- Las cuatro diagonales de un ortoedro son iguales.

- El cuadrado de la diagonal de un ortoedro es igual a la suma de los cuadrados de las tres aristas.

POLIEDROS REGULARES
    – Tetraedro regular. 
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Su superficie está formada por cuatro caras que son triángulos equiláteros iguales que se reúnen de tres en tres en cada vértice, es decir, formando ángulos triedros iguales. 

Es por tanto una pirámide triangular regular.  Tiene cuatro vértices y cuatro aristas.

– Hexaedro regular o cubo.

	[image: image205.jpg].






   Su superficie está constituida por 6 caras que son cuadrados iguales que se reúnen de tres en tres en cada vértice, formando ángulos triedros iguales. 

Es un prisma cuadrangular regular.  Tiene 8 vértices y 12 aristas.

– Octaedro regular.
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Su superficie consta de ocho caras que son triángulos equiláteros, agrupados de cuatro en cuatro en cada vértice formando ángulos tetraedros iguales. 

Se puede considerar formado por la unión de dos pirámides cuadrangulares regulares, iguales por sus bases. 

Tiene 6 vértices y 12 aristas.

– Dodeedro regular, 
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Su superficie consta de 12 caras que son pentágonos regulares y están agrupadas de tres en tres formando ángulos triedros iguales. 

Tiene 20 vértices y 30 aristas

– Icosaedro regular
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Superficie consta de veinte caras, que son triángulos equiláteros, agrupadas de cinco en cinco formando ángulos pentaedros iguales. 

Tiene 12 vértices y 30 aristas.

PIRÁMIDES

1. ¿A qué se llama apotema de una pirámide regular?
2. ¿Cómo se obtiene el volumen de la pirámide? 

CILINDRO
    Se llama cilindro de revolución al cuerpo engendrado por un rectángulo al girar sobre uno de sus lados, tomado como eje de rotación. 

Se produce así un cuerpo limitado por dos círculos iguales denominados bases y una superficie curva llamada superficie cilíndrica de revolución.

    Se denomina generatriz del cilindro al lado del rectángulo que engendra la superficie lateral del cilindro. 

La distancia entre las dos bases se denomina altura del cilindro y coincide en valor con la generatriz del mismo.

    El área lateral del cilindro se obtiene multiplicando la longitud de la circunferencia de la base por la altura. 

Sumando el área de las bases al área lateral se obtiene el área total del cilindro.

    El volumen del cilindro es igual al producto del área de la base por la altura.

CONO
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    Se llama cono de revolución al cuerpo engendrado por un triángulo rectángulo que gira sobre uno de sus catetos tomados como eje de rotación. 

Se produce así un cuerpo geométrico limitado por un círculo, denominado base, y por una 

superficie curva llamada superficie cónica de revolución. 

    Se denomina generatriz del cono a la hipotenusa del triángulo rectángulo que engendra, al girar sobre uno de los catetos, la superficie lateral del cono.
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    Vértice del cono es el vértice superior del triángulo generador del mismo. 

Fig. Cono y trnco de cono.

Altura del cono es la distancia que hay entre el vértice y la base.

    Se denomina tronco de cono de revolución al cuerpo obtenido al cortar un cono por un plano cualquiera paralelo a la base, restando la parte superior del cono primitivo, que se denomina cono deficiente.

    El tronco de cono consta de dos círculos desiguales denominados bases y de una superficie lateral troncocónica.

 Tronco de cono  La altura del tronco de cono de revolución es la distancia entre las dos bases.

    También se define el tronco de cono de revolución como el cuerpo engendrado por un trapecio rectángulo que gira alrededor del lado perpendicular a las bases tomado como eje de rotación. 

El lado opuesto se denomina generatriz.

    El área lateral de un cono es igual al semiproducto de la longitud de la base del cono por la generatriz. 

Añadiendo el área de la base al área lateral se obtiene el área total del cono.

    El volumen del cono es igual a un tercio del producto del área de la base por la altura.

ESFERA
    Cuerpo geométrico engendrado por la rotación de un semicírculo que gira alrededor de su diámetro, tomado como eje de revolución.

    La superficie que delimita la esfera se llama superficie esférica. 

Todos los puntos de la esfera equidistan de un punto interior denominado centro de la esfera.

    Se llama radio de una esfera al segmento que une al centro con un punto cualquiera de la superficie esférica. 

Diámetro de una esfera es el segmento que une dos puntos cualesquiera de la superficie esférica, pasando por el centro de la misma.

    Las secciones de un plano con una esfera son siempre círculos de tamaño creciente con la mayor proximidad al centro de la esfera, en donde los círculos son máximos, por coincidir su radio con el de la esfera.

    El área de la superficie esférica es igual a cuatro veces el área de un círculo máximo.

    El volumen de la esfera es igual a cuatro tercios del producto de p por el cubo del radio de la esfera.

FIGURAS ESFÉRICAS
    Zona esférica. 
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Porción de superficie esférica delimitada por dos planos secantes paralelos entre sí.

    Casquete esférico. 

Es cada una de las porciones en que queda dividida la superficie esférica cuando se corta por un plano secante a la misma (es un caso particular de zona esférica, cuando uno de los dos planos es tangente a la superficie esférica).

Huso esférico
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	Casquete esférico.


  Es la porción de superficie esférica comprendida entre las caras de un diedro cuya arista pasa por el centro de la superficie esférica.

    Segmento esférico de dos bases. Es la porción de esfera delimitada por dos planos secantes a dicha esfera y paralelos entre sí.

    Segmento esférico de una base. 

Es cada una de las porciones en que queda dividida la esfera por un plano secante a la misma.

   

 Cuña esférica. 

Es la porción de esfera comprendida entre las caras de un diedro cuya arista pasa por el centro de la esfera.

SUPERFICIE CÓNICA DE REVOLUCIÓN
    Es la superficie engendrada por la rotación de una recta alrededor de otra fija, llamada eje, a la que corta de modo oblicuo. 

Todas las generatrices se cortan en un punto central llamado vértice, que divide en dos partes (llamadas hojas) a la superficie cónica de revolución.
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ÓNICAS
    Un plano que corte a la superficie cónica de revolución puede dar lugar a cuatro tipos de secciones según las posiciones relativas del plano y la superficie.

    Circunferencia. 

Es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano perpendicular al eje.

    Elipse. 

Es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano oblicuo al eje que no sea paralelo a la generatriz y que forme con el mismo un ángulo mayor que el que forman el eje y la generatriz. 

Es una curva cerrada, lugar geométrico de los puntos de un plano cuyas distancias a los puntos fijos, llamados focos, dan una suma constante.

    Parábola. 

Es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano que corta oblicuamente al eje, siendo paralelo a la generatriz. 

Se trata de una curva abierta, lugar geométrico de los puntos de un plano equidistantes de un punto fijo (foco) y de una recta fija (directriz), que se prolonga hasta el infinito.

    Hipérbola. 

Es la sección producida en una superficie cónica de revolución por un plano que corta oblicuamente al eje, formando con él un ángulo menor que el que forman eje y generatriz, por lo que incide en las dos hojas de la superficie cónica.

Es una curva abierta que se prolonga indefinidamente y consta de dos ramas separadas.

ÁREAS (A) Y VOLÚMENES (V) 
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NOCIONES DE CÁLCULO

OPERACIONES ARITMÉTICAS
LA SUMA
    Vamos a explicar algunos consejos prácticos para realizar con más rapidez la operación de la suma.

    • Cuando se realiza una suma se van diciendo mentalmente los números que están delante. Para lograr una mayor velocidad lo más recomendable es no repetir ninguno. Así:

	 
	3   
	 
	 
	 

	 
	6   
	 
	9
	 

	 
	7   
	 
	16
	 

	 
	8   
	 
	24
	 

	 
	4   
	 
	28
	 

	 
	28   
	
	
	


    En vez de decir: 3 y 6 = 9; 9 y 7 = 16, etc., es mejor ir mentando sólo las sumas parciales: 3, 9, 16, 24 y 28.

    • Para números de muchas cifras suele ser útil hacer sumas de las columnas en primer lugar, y en segundo paso, el total. Ejemplo:
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Cuando se realiza una suma se van diciendo mentalmente los números que están delante. Para lograr una mayor velocidad lo más recomendable es no repetir ninguno.
    El llamado método del contador tiene un primer caso que consiste en hacer las sumas de cada columna. 

En el ejemplo: la 1.ª columna da 32; la 2.ª, 27... 

La de los cientos de miles, 15. Una vez hecho esto, se puede optar por cualquiera de las variantes indicadas.

    • Cuando los números son de tres o cuatro cifras es útil la división de la operación total en sumas parciales. Por ejemplo:
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•    Métodos de comprobación
    Hay tres sistemas para verificar la realización de la suma: primero, si la suma se hizo de arriba hacia abajo, repítase de abajo hacia arriba; segundo, el método del contador; tercero, la prueba de los nueves. 

Este último se realiza del siguiente modo, que explicamos con un ejemplo:
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    Corresponden ambos 2 y 2, y se puede suponer que la operación está correctamente realizada. 

Hay casos en que, estando mal, coinciden por casualidad ambos números a comparar.

    ÁRABES, LA SUMA

1. ¿Para qué se emplean los números árabes?
2. ¿En qué consiste el método llamado del contador? 

LA RESTA
El complemento de una cantidad es la cifra que hay que sumar a tal cantidad para obtener la unidad seguida de tantos ceros como cifras que tiene la cantidad. 

Por ejemplo, el complemento de 68 es 32 ya que sumando 68+32 = 100.
    Es sencillo restar mentalmente cuando los números son 10, 100, 1.000, etc. 

Basándose en esto y en el cálculo de los complementos se simplifica sobremanera la operación de la resta. 

El complemento de una cantidad es la cifra que hay que sumar a tal cantidad para obtener la unidad seguida de tantos ceros como cifras que tiene la cantidad. 

Por ejemplo, el complemento de 68 es 32 ya que sumando 68+32 = 100.

    Suponiendo que ya se maneja con agilidad el cálculo de complementos, la resta se puede realizar mentalmente del siguiente modo, explicado con un ejemplo; 

Si se trata de restar 650 a 3.500 podríamos descomponer la operación en la siguiente: 3.500 – 650 = (3.500 – 1.000) + (1.000 –650) ya que al sumar y restar la misma cantidad el resultado no varía. 

Por un lado, tenemos ahora 3.500 – 1.000 = 2.500 de fácil realización; por otro 1.000 – 650, o sea, el complemento de 650: 350. Ahora, se trata de sumar 2.500 + 350 = 2.850.

Métodos de comprobación
   Hay dos posibilidades para comprobar si es correcta la operación:

1. primera, la prueba de los nueves; 

2. segunda, la suma de sustraendo y resultado, 

que ha de coincidir con el minuendo. 

Por ejemplo: 

    6.748,93 – 4.132,18 = 2.616,75. La comprobación a realizar es 4.132,18 + 2.616,75 lo que, efectivamente, da: 6.748,93.

LA MULTIPLICACIÓN
    Para simplificar la multiplicación vamos a explicar diversos métodos de muy sencilla aplicación referentes a multiplicaciones por diferentes cifras.

     1) Para multiplicar por números acabados en cero: se realiza la multiplicación prescindiendo de los ceros y se añaden al resultado. Por ejemplo, 5,7040 se hace:

574 = 228 

y se añaden los dos ceros y la coma: 228,00.

    2) Para multiplicar por 4: basta multiplicar dos veces por dos. Así 164 sería:

1622 = 322 = 64

    3) Para multiplicar por 5: hay dos formas de hacerlo y ambas se basan en que 5 es la mitad de 10. La primera forma es multiplicar la mitad del multiplicando por 10. Así, 9.4865 sería:

1/2 9.486 = 4.734;
y  4.74310 = 47.430

    La segunda consiste en multiplicar primero el multiplicando por 10 y luego calcular su mitad. Esta segunda es recomendable para multiplicandos impares. Así 3.2255 sería:

3.22510 = 32.250 y 
1/2 32.250 = 16.125

    4) Para multiplicar por 9: se multiplica por 10 y se le resta el propio multiplicando: 2109, se hace:     

21010–210 = 2.100
2.100 – 210 = 1.890

    5) Para multiplicar por 11: se multiplica por 10 y se le suma el multiplicando: 21011 se hace:     

21010+210 = 2.100+210 = 2.310

    5a) Si el multiplicando tiene sólo dos dígitos cuya suma es nueve o menos, para multiplicar por 11 basta escribir tal suma entre ambos dígitos del multiplicando. Ejemplo 4511 se resolvería poniendo (4+5 = 9) el 9 entre el 4 y el 5, lo que daría 495.

    5b) Cuando el multiplicando tiene tres cifras, y las dos últimas suman nueve o menos, puede usarse de una forma parecida a la anterior. Supongamos la multiplicación 67211.

7211 = 792 

    primer sumando realizado según 5a:

60011 = 6.600

    segundo sumando según 1):

 
   792
 

 
6.600


---------------- 

 
7.392
producto

    5c) Con un poco más de complicación, es aplicable a multiplicaciones por un número de tres cifras cuyas dos últimas sumen más de nueve.

Ejemplos: 63811;    38+11= 3(11)8 = (3+1) 18= 418

 
   418
primer sumando

 
6.600
segundo sumando

---------------

 
7.018
producto

    6) Para multiplicar por 50: se multiplica por 100 y se halla la mitad de tal cantidad. Así 4.78050 sería:

4.780100 = 478.000 
1/2478.000 = 239.000 producto 

    7) Para multiplicar por números cercanos al 100: 101, 102, 103, etc., se efectúa el producto por 100 y se le suma el producto por las unidades que el multiplicador excede de 100. Para efectuar 742102:

742 100 = 
74.200


742  2 =  
1.484


75.684
producto


LA DIVISIÓN
    El objetivo de la división es hallar cuántas veces un número –dividendo– contiene a otro –divisor–. 

Para facilitar el cálculo mental es conveniente conocer la descomposición de los números en sus factores. 

Tal cuestión se verá apoyada en su práctica por las siguientes premisas:

    1) El número 2 es factor de todos los números pares. Así que todo número par es divisible por dos.

    2) Todo número cuya suma de sus cifras tenga como factor al 3, es igual múltiplo de este número.

    3) El número 4 es factor de cualquier número cuyos dos últimos dígitos sean múltiplos del mismo; o bien tales cifras sean ceros. 

Por ejemplo, el número 13.848 tiene como factor al 4 porque los dígitos 48 lo tienen como factor.

    4) Cualquier número acabado en cero o en 5 contiene a este último como factor.

    5) El número 6 es factor de cualquier número que sea par y cuya suma de dígitos sea múltiplo de 3. Así el 18.792 es par y la suma de sus dígitos es 27, múltiplo de 3. 

Por tanto es múltiplo de 6.

    6) Todo número cuyas tres últimas cifras contengan al 8 como factor, o bien, si son ceros, será múltiplo de 8. 

El número 675.720 contiene al 8 como factor ya que 720 lo contiene.

    7) El 9 es factor de todos los números cuya suma de cifras contenga al 9 como factor. 

El 423.954 da una suma de dígitos igual a 27, que es el múltiplo de 9; luego, tal número es múltiplo de 9.

    8) El 10 es factor de todo número acabado en cero.

    Veamos cómo usar de los factores para realizar más cómodamente las divisiones. 

Sea, por ejemplo, 1.589,04 dividido entre 24. 

Indicamos la forma clásica y el sistema basado en el uso de los factores.
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    Como se ve, se ha aprovechado la descomposición del 24 en dos factores 8 y 3. 

Para dividir entre 8 se comprueba si el dividendo contiene al 8 como factor para lo que se toman sus tres últimas cifras, 904. 

Dado que este número es divisible entre 8, se efectúa la división por 8. 

Al resultado habrá que dividirlo entre 3, que es el segundo factor de 24. 

Ya que 198,63 es divisible por 3 por tener una suma de cifras –27– que lo es, se puede efectuar la división sabiendo que es exacta, que no tiene resto.

Es recomendable escribir los números con claridad, bien alineados y separando debidamente sus partes con puntos y comas. 

Ello facilita su lectura y evita confusiones. 

Hay que operar siempre con tranquilidad. 

Aunque no guste este tipo de tarea, es mejor hacer las cosas con calma y concentración que actuar rápidamente y tener que comprobar y corregir luego.
    LA MULTIPLICACIÓN, LA DIVISIÓN

1. ¿Qué es el complemento de una cantidad?
2. ¿Cuál es el objetivo de la división? 

CÁLCULO DE LA RAÍZ CUADRADA
     El cálculo de raices cuadradas exactas o aproximadas lo podemos efectuar aplicando la siguiente regla práctica.

    Calcularemos la raíz cuadrada de 537:

    - A partir de la cifra de unidades se separan grupos de dos cifras. 

El primer grupo de la izquierda puede tener una o dos cifras.
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    Se calcula la raíz cuadrada y el resto parcial del número formado por la cifra o cifras del grupo de la izquierda, 5.
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    - A la derecha del resto obtenido 1, se baja el siguiente grupo de dos cifras 37. 

Debajo de la raíz hallada 2 se escribe su doble 4.
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    Se busca la mayor cifra posible, n=3, que añadida como cifra de unidades al doble de la raíz hallada 4, verifique el producto de 43 por el número n=3 sea menor o igual a 137.
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    - Se pasa la cifra obtenida 3 a la raíz cuadrada y se resta el producto 43 x 3 = 129 de 137. Se obtiene así el resto 8 y la raíz 23.
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    La raíz de 537 es 23 y el resto 8.

LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS
    Los números fraccionarios necesitan una atención especial.

La suma de números fraccionarios se realiza en dos fases: primero, obtención del común denominador; segundo, suma de numeradores. 

La resta de números fraccionarios implica igual proceso que la suma con la única diferencia del signo. 
La suma de números fraccionarios se realiza en dos fases: 

primero, obtención del común denominador; segundo, suma de numeradores. 

Sea la suma de 3/4+6/7. 

El modo más simple de calcular el común denominador es multiplicar ambos denominadores: 47 = 28. Pondremos ahora los numeradores en relación al nuevo denominador común.

¿Cómo? 

La primera fracción ha pasado de denominador 4 a 28: ha sido multiplicado por 7. Igualmente se hará con el numerador: 37. 

La fracción obtenida es equivalente a 3/4. En la segunda fracción se multiplicará el numerador por 4, factor que ha llevado al 7 a ser 28. 

La suma se da ahora entre 21/28+24/28 = 45/28.

La resta de números fraccionarios implica igual proceso que la suma con la única diferencia del signo. Así: 

17/11 – 4/3 =
173/113 –114/113 =
51/33 – 44/33 =  7/33.

La multiplicación de números fraccionarios se realiza multiplicando con independencia numerador por un lado y denominador por otro, con lo que se obtienen, respectivamente, el numerador y el denominador de una nueva fracción que es el resultado. 

Por ejemplo: 2/34/5 = 24/35 = 8/15

La división de fraccionarios se puede realizar mediante el “producto cruzado”, del siguiente modo sea 5/2:3/5. 

El resultado sería: 55/23 = 25/6

 LOS NÚMEROS COMPUESTOS
    Los números compuestos son aquellos cuyos múltiplos y submúltiplos no siguen el sistema métrico decimal. 

Los ejemplos más clásicos son:

    • La docena, que contiene doce unidades, y cuyo múltiplo es la gruesa, de doce docenas.

    • Las unidades de tiempo: el día, cuyos múltiplos son la semana –de siete días–, el mes comercial –de treinta días–, el año comercial –de 360 días–, o el año normal –de 365 días generalmente–. 

Las horas, que contienen 60 minutos que, a su vez, son 60 segundos.

 
SUMA DE NÚMEROS COMPUESTOS
    Se suman las unidades de orden inferior y se divide el total obtenido por el equivalente de la unidad del orden superior: 

El resto queda como expresión de la unidad más baja; 

El cociente se acumula a la unidad siguiente de orden superior; se continúa del mismo modo hasta acabar. 

Por ejemplo:
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RESTA DE NÚMEROS COMPUESTOS
    Se sigue el proceso normal; si la resta entre dos valores del mismo orden no es posible, se añade al minuendo el equivalente de una unidad de orden superior, restándola de su lugar correspondiente. Por ejemplo:

24 gruesas,
4 docenas 
– 17 gruesas,
6 docenas =

23 gruesas,
16 docenas 
– 17 gruesas,
6 docenas =


6 gruesas,
10 docenas

 MULTIPLICACIÓN DE UN NÚMERO COMPUESTO POR UN ENTERO
    Se opera normalmente; luego se reduce el resultado a la expresión más simple, pasando las unidades que se puedan al orden inmediato superior. Por ejemplo:

3 h. 16 minutos X 4 = 12 h. 64 min. = 13 h. 4 min.

 

DIVISIÓN DE UN NÚMERO  COMPUESTO ENTRE UN ENTERO
    Se divide la cantidad del orden superior por el entero; el resto se pasa a la unidad siguiente y se suma a la cantidad expresada en esa unidad; se divide, etc.

    Por ejemplo:

13 gruesas: 5 = 2+3 gruesas = 36 docenas
36 docenas + 4 docenas = 40 docenas
40 docenas: 5 = 8 docenas
Resultado 2 gruesas, 8 docenas

 LAS PROPORCIONES
    La proporción es la igualdad entre dos fracciones o relaciones. 

Por ejemplo:

LOS PORCENTAJES
Ejemplo: Se ha de pagar, por un trabajo realizado para la empresa, una cuenta de 45.000 pesos, de la que se ha de retener en concepto de impuesto por rentas de trabajo, el 5%. 

¿Cuál sería la cantidad a retener y cuál, en consecuencia la que hay que pagar? 

Hemos de hallar aquella cantidad que constituye el 5% de 45.000. 

Luego 5/100 = X/45.000 de donde X = 5 x 45.000/100 = 2.250 pesos. 

El impuesto a retener por la empresa es 2.250 pesos. 

Se pagará por tanto: 45.000 - 2.250 = 42.750 pesos. 
 30/60 = 10/20  proporción que puede leerse “30 es a 60 como 10 es a 20” y que, en última instancia queda representada por la igualdad respecto a la relación más simple equivalente, 1/2.

Ejemplo: Si un paquete de 500 holandesas cuesta 375 ptas. 

¿Cuál será el precio de 100 de esas holandesas?. 

Supuesto que se distribuye el precio total proporcionalmente, consideramos que:

375 / 500 =  X / 100

    “375 es a 500, como X –precio de las 100 holandesas– es a 100”. De ahí se obtendrá el valor de X.

X = 375 . 100 / 500 = 75 

EJERCICIOS DE MATEMÁTICAS Y GEOMETRÍA
Preguntas y Respuestas:
1. PREGUNTAS DE ARITMÉTICA
2. Respuestas


3. PREGUNTAS DE NÚMEROS RACIONALES


4. Respuestas
5. PREGUNTAS DE DIVISIBILIDAD
6. Respuestas


7. PREGUNTAS DE NÚMEROS REALES


8. Respuestas
9. PREGUNTAS DE SISTEMAS DE NUMERACIÓN
10. Respuestas


11. PREGUNTAS DE CÁLCULOS APROXIMADOS
12. Respuestas


13. PREGUNTAS DE CÁLCULO INTEGRAL
14. Respuestas

15. PREGUNTAS DE ÁLGEBRA
16. Respuestas

17. PREGUNTAS DE GEOMETRÍA SINTÉTICA
18. Respuestas

19. PREGUNTAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA
20. Respuestas

21. PREGUNTAS DE GEOMETRÍA AFÍN, PLANA Y DEL ESPACIO
22. Respuestas

23. PREGUNTAS DE TRIGONOMETRÍA
24. Respuestas

25. PREGUNTAS DE ANÁLISIS. SUCESIONES, LÍMITES Y  CONTINUIDAD
26. Respuestas
PREGUNTAS DE ARITMÉTICA
1.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    El resultado de sumar dos números enteros es un número entero.

b)    El resultado de restar dos números enteros es siempre un número entero.

c)    El resultado de restar dos números naturales es siempre un número natural.

2.      De la siguiente lista de números reales indica los que son irracionales:

            5
        -1/3
           3
           -2

3.      ¿Con qué letra se designa habitualmente en matemáticas al conjunto de los números racionales?

4.       ¿Qué dice la propiedad transitiva de la igualdad?

5.      ¿Cuál es la operación inversa de la suma?

6.      ¿Qué dice la propiedad conmutativa de la suma de números naturales?

7.      ¿Qué nombre reciben los diferentes términos de una resta?

8.      ¿Cuáles son los signos que se emplean para simbolizar el producto de dos números?

9.      ¿Cuál es el elemento neutro del producto de números naturales?

10.    ¿Cuáles son los términos que intervienen en una división?

11.    ¿Cuándo se dice que una división es exacta?

12.    ¿Qué significa que un termómetro marque una temperatura negativa?

13.    ¿A qué es igual el valor absoluto de un número entero?

14.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Cualquier número positivo es mayor que cualquier número negativo.

b)    El producto de un número entero positivo por un número entero negativo es un número entero positivo.

c)    La diferencia de dos números enteros negativos es siempre un número entero negativo.

15.    ¿Es cierto que dados dos números enteros es mayor el que tiene mayor valor absoluto?

16.    ¿Cuál es el resultado de elevar una potencia a otra potencia?

17.    ¿A qué es igual (-1) (-1)?

18.    ¿Puede ser que un número entero elevado a cero dé siete?

19.    ¿Cuándo se dice que una relación es de equivalencia?

20.    ¿Qué se entiende por representante canónico de una clase de equivalencia?

21.    ¿Es cierto que cuando se eleva un número positivo a un número negativo, el resultado es un número positivo?

RESPUESTAS DE ARITMÉTICA
1.      El resultado de sumar o restar dos números enteros siempre es un número entero.

2.       3 y  son números reales irracionales.

3.      En matemáticas se designa habitualmente al conjunto de los números racionales con la letra Q.

4.      La propiedad transitiva de la igualdad dice que si un número (m) es igual a un tercero (o), entonces el primer número (m) es igual a otro número (n), y éste último es igual al tercero (o).

5.      La operación inversa de la suma es la resta.

6.      La suma de dos números naturales no varía aunque varíe el orden de los sumandos.

7.      Los términos de una resta son el minuendo, el sustraendo y la diferencia.

8.      Para simbolizar el producto de dos números naturales se emplea al signo x (aspa) o el signo • (punto)

9.      El elemento neutro del producto de números naturales es el 1.

10.    Los términos que intervienen en una división son el dividendo, el divisor, el cociente y el resto.

11.    Se dice que una división es exacta cuando el resto es igual a cero.

12.    Cuando un termómetro marca una temperatura negativa significa que la temperatura está por debajo de cero.

13.    El valor absoluto de un número entero es igual al número natural que resulta de prescindir de su signo.

14.    Cualquier número positivo es mayor que cualquier número negativo.

15.    No siempre dados dos números es mayor el que tiene mayor valor absoluto. Por ejemplo, -4 < 3, y sin embargo (-4) > (3).

16.    Al elevar una potencia a otra potencia resulta una nueva potencia de base igual a la dada  y de exponente igual al producto de los exponentes.

17.    (-1)(-1)= +1.

18.    Cualquier número entero elevado a cero da como resultado 1.

19.    Se dice que una relación es de equivalencia cuando verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

20.    Cuando en una relación de equivalencia existe alguna manera de escoger un elemento distinguido en cada clase, tal elemento recibe el nombre de representante canónico de la clase.

21.    Cuando se eleva un número positivo a un número negativo, el resultado es un numero positivo.

PREGUNTAS DE NÚMEROS RACIONALES
1.      ¿Cómo se denomina habitualmente el conjunto de los números enteros sin el elemento 0?

2.      ¿Qué dice el teorema de Tales?

3.      ¿Qué fracción es mayor, once veintitresavos o cinco doceavos?

4.      ¿Qué es un número fraccionario mixto? Dar ejemplos.

5.      ¿Qué se entiende por fracción irreducible?

6.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Para sumar dos números fraccionarios es necesario reducirlos antes a un mínimo común denominador.

b)    Para sumar dos números fraccionarios es suficiente sumar los numeradores entre sí y los demominadores entre sí.

c)    Para sumar dos números fraccionarios es necesario reducirlos antes a un mínimo común numerador.

7.      ¿Es cierto que el cuadrado de un número racional es siempre un número más grande?

8.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Para multiplicar dos números fraccionarios es necesario reducirlos antes a un mínimo común denominador.

b)    Para multiplicar dos números fracionarios es suficiente multiplicar los numeradores entre sí y los denominadores entre sí.

c)     Para multiplicar dos números fraccionarios es necesario reducirlos antes a un mínimo común numerador.

9.      ¿A qué es igual el producto de potencias de igual base?

10.    La operación de elevar un número a otro número, ¿verifica la propiedad conmutativa?

11.    ¿Qué es calcular la raíz cuadrada de un número?

12.    ¿Tiene sentido calcular la raíz cuadrada de un número negativo?

13.    ¿Qué se puede hacer para extraer factores de un radical cuando el radicando es un número entero?

14.    ¿Qué es racionalizar una expresión fraccionaria?

15.    ¿Cómo se racionaliza una expresión fraccionaria cuyo denominador contiene una suma o una resta de un número racional y un radical, o de dos radicales?

 RESPUESTAS DE NÚMEROS RACIONALES
1.       Z denota habitualmente el conjunto de los números enteros sin el elemento 0. Es decir, el conjunto de todos los números enteros que tienen inverso respecto del producto.

2.       Cuando un sistema de rectas paralelas corta a sos recras cualesquiera, los segmentos que se forman sobre una de ellas son respectivamente proporcionales a los segmentos correspondientes que se forman sobre la otra.

3.       Once veintitresavos es mayor que cinco doceavos.

4.       Un número fraccionario mixto es aquél que se representa por medio de un número fraccionario. Por ejemplo, 8 1/4 significa 8+1/4, y 2 1/2 significa 2+1/4.

5.       Una fracción irreducible es aquella en que el numerador y el denominador no tienen divisores comunes.

6.       Para sumar dos números fraccionarios es necesario reducirlos antes a un mínimo común denominador.

7.       El cuadrado de un número racional entre cero y uno es un número más pequeño. El cuadrado de un número racional más grande que uno es más grande. Y el cuadrado de un número racional menor que cero es un número racional positivo, y por lo tanto, mas grande.

8.       Para multiplicar dos números fraccionarios es suficiente multiplicar los numeradores entre sí.

9.       El producto de potencias de igual base es igual a otra potencia que tiene como base la misma base, y como exponente la suma de los exponentes.

10.     En general, la operación de elevar un número a otro número no verifica la propiedad conmutativa. Por ejemplo, 2 elevado a 4 es igual que 4 elevado a 2.

11.     Calcular la raíz cuadrada de un número es hallar otro número que elevado al cuadrado sea igual al primero.

12.     La raíz cuadrada de un número negativo no es un número real, porque no existe ningún número real que elevado al cuadrado dé un número negativo.

13.     Para extraer factores de un radical cuando el radicando es un número entero, se puede descomponer dicho número como producto de factores primos y a continuación ir extrayendo los factores que se pueda, dependiendo del exponente con que aparezcan en la descomposición.

14.     Racionalizar una expresión fraccionaria es hallar otra expresión fraccionaria equivalente a la primera, cuyo denominador sea un número entero.

15.     Para racionalizar una expresión fraccionaria cuyo denominador contiene una suma o una resta de un número racional y un radical, o de dos radicales, se multiplica el numerador y el denominador de la fracción por el conjugado del denominador.

 PREGUNTAS DE DIVISIBILIDAD
1.      ¿Qué es un número primo?

2.      ¿Cuál es el criterio de divisibilidad por nueve?

3.      ¿Es posible que un número acabado en cero no sea múltiplo de cinco?

4.      ¿Qué dice el teorema fundamental de la aritmética?

5.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta?

a)    El máximo común divisor de dos números es mayor que su mínimo común múltiplo.

b)    El mínimo común múltiplo de dos números primos entre sí es igual a 1.

c)    El producto de dos números cualesquiera es igual al producto de su máximo común divisor por su mínimo común múltiplo.

6.      ¿Qué métodos se pueden utilizar para calcular el máximo común divisor de dos números?

RESPUESTAS DE DIVISIBILIDAD
1.       Un número primo es aquel que no tiene más divisores que él mismo y la unidad.

2.       La condición para que un número sea divisible por nueve es que la suma de sus cifras sea también divisible por nueve.

3.       Todos los números acabados en cero o en cinco son múltiplos de cinco.

4.       Todo número entero puede descomponerse de forma única, a excepción del orden, como producto de factores primos.

5.       El producto de dos números cualesquiera es igual al producto de su máximo común divisor por su mínimo común múltiplo.

6.       Para hallar el máximo común divisor de dos números es suficiente conocer su factorización en factores primos, y calcular el producto de las potencias comunes con el menor de los exponentes. Si la descomposición en factores primos es difícil de llevar a cabo se puede emplear el algoritmo de Euclides.

 

 PREGUNTAS DE NÚMEROS REALES
1.      ¿Cuándo se dice que una sucesión es convergente a cero?

2.      ¿Qué estructura tiene el conjunto de los números reales con respecto a la operación suma?

3.      ¿Cuál es el elemento neutro del producto de números reales?

4.      ¿Para qué puede ser útil el cálculo con logaritmos?

5.      ¿Cuánto vale el logaritmo de la unidad en cualquier base?

6.      ¿Qué es la característica y la mantisa de un número real?

7.      ¿Qué es el cologaritmo de un número?

 RESPUESTAS DE NÚMEROS REALES
1.       Se dice que una sucesión (an) converge a cero si para cualquier número >0 existe un número natural N tal que la (an) < m para todo número natural n > N.

2.       El conjunto de los números reales con respecto a la operación suma tiene una estructura de grupo conmutativo, es decir que para la suma de números reales se verifican las propiedades asociativa, existencia de elemento neutro, existencia de elemento simétrico y conmutativa.

3.       El elemento neutro del producto de números reales es la clase de equivalencia de la sucesión constante 1,1,1,1...

4.       Para el manejo de cantidades grandes y para realizar operaciones complejas con potencias. Además, la función logarítmica tiene propiedades muy interesantes desde el punto de vista matemático.

5.       El logaritmo de la unidad en cualquier base es cero.

6.       La característica de un número real es la parte entera de su logaritmo decimal y la mantisa es la diferencia entre un número real y su característica. Por lo tanto, la mantisa de un número real es siempre un número decimal entre cero y uno.

7.       El cologaritmo de un número es el logaritmo de su recíproco y es equivalente al opuesto del logaritmo del número.

 

 PREGUNTAS DE SISTEMAS DE NUMERACIÓN
1.      ¿Qué diferencia existe entre un sistema de numeración aditivo y un sistema de numeración posicional?

2.      ¿Cuántos signos se necesitan en un sistema aditivo para representar todos los números enteros?

3.      ¿Cuál de las siguientes igualdades es correcta?

a)    111(2 = 8(10
b)    171(8 = 311(6
c)    215(7 = 420(5
4.      ¿Cuántos signos son necesarios en el sistema hexadecimal de numeración para representar todos los números? ¿Qué signos son los que se acostumbran a escoger para escribir los números en el sistema hexadecimal?

5.      ¿Qué ventajas ofrecen los sistemas de numeración posicionales?

 RESPUESTAS DE SISTEMAS DE NUMERACIÓN
1.       En un sistema de numeración aditivo cada signo representa una determinada cantidad, independientemente de la posición que ocupe, mientras que en un sistema posicional un mismo signo tiene diferente valor en función del lugar que ocupa.

2.       En un sistema aditivo, en teoría, es suficiente un solo signo para representar todos los números enteros, basta con repetirlo tantas veces como sea necesario. Sin embargo, para representar cantidades grandes se hace conveniente inventar nuevos signos para agrupar varias unidades, y cuanto más grandes sean los números que se quiera representar más grande será también el número de signos que haya que inventar.

3.       c) 215(7 = 420(5.

4.       En el sistema de numeración hexadecimal, se necesitan exactamente 16 signos para representar todos los números. Los signos que se acostumbran a escoger son 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F.

5.       Los sistemas de numeración posicionales como el sistema de numeración binario o el sitema de numeración decimal permiten representar de forma única todos los números enteros y decimales, permiten escribir fácilmente números enormemente grandes y enormemente pequeños, y permiten inventar algoritmos sencillos para sumar, restar, multiplicar, dividir, ... dos números cualquiera.

  PREGUNTAS DE CÁLCULOS APROXIMADOS
1.      ¿Qué es el error relativo?

2.      ¿Qué es un bit?

3.      ¿Qué diferencia existe entre la ROM y la RAM?

4.      ¿Qué es una proporción?

5.      ¿Cómo se reparte una cantidad en partes inversamente proporcionales?

6.      ¿Qué es una progresión aritmética?

 RESPUESTAS DE CÁLCULOS APROXIMADOS
1.       El error relativo es el cociente que se obtiene al dividir el error absoluto entre el número exacto.

2.       A la unidad mínima de información se le denomina bit, que es una abreviatura del inglés binary digit.

3.       La ROM (Read Only Memory) es un espacio de memoria que contiene las instrucciones para el comportamiento básico del ordenador; puede leerse pero no puede modificarse su contenido. La RAM (Random Acces Memory) contiene los programas y datos que se necesitan para que el ordenador pueda ejecutar una tarea; puede tanto leerse como modificarse su contenido.

4.       Una proporción es una igualdad entre dos razones.

5.        Repartir una cantidad en partes inversamente proporcionales a unos números dados equivale a repartirla en partes directamente proporcionales a los inversos de dichos números.

6.       Una progresión aritmética es una sucesión en la que cada término se obtiene sumando al anterior una cierta cantidad constante llamada diferencia.

  PREGUNTAS DE ÁLGEBRA
1.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    La hipotenusa de un triángulo rectángulo es siempre el lado de mayor longitud, y por eso le asignamos la primera letra del alfabeto.

b)    Los catetos de un triángulo rectángulo nunca miden lo mismo, por eso les asignamos una letra diferente a cada uno.

c)    Aunque designemos los dos catetos de un triángulo rectángulo con letras distintas, puede ser que midan lo mismo.

2.      Escribe una fórmula para el perímetro de un rectángulo de base b y altura h.

3.      En una família, el padre tiene el doble de edad del hijo y las tres quintas partes de edad del abuelo. Si representamos por t la edad del abuelo, ¿cuál es la edad del padre y del hijo?

4.      ¿A qué es igual el cuadrado de la suma de dos números?

5.      ¿Qué es un binomio?

6.      ¿Cuál es el elemento neutro para la suma de polinomios?

7.      Si se multiplica un polinomio de grado n por un polinomio de grado m, ¿cuál es el grado del polinomio resultante?

8.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    El grado del dividendo es igual al grado del divisor más el grado del cociente.

b)    El grado del cociente es mayor que el grado del resto.

c)    El grado del dividendo es igual al grado del divisor por el grado del cociente más el grado del resto.

9.      ¿Cuándo se dice que el grado de un polinomio es primo o irreductible?

10.    ¿Para qué se utiliza la regla de Ruffini?

11.    ¿Qué es el campo de definición de una función?

12.    ¿Qué dice el teorema del resto?

13.    ¿Cuándo se dice que el grado de un polinomio es primo o irreductible?

14.    ¿En qué consiste resolver una ecuación?

15.    ¿Qué es un ecuación de segundo grado?

16.    ¿Qué forma tiene la gráfica de una ecuación?

17.    ¿Cómo se puede saber si dos rectas son paralelas?

18.    ¿Qué es una ecuación de segundo grado?

19.    ¿Cómo se define la tangente de un número real desde un punto de vista analítico?

20.    ¿Qué es una matriz cuadrada?

21.    ¿Qué es una matriz ortogonal?

22.    ¿Qué es una forma lineal?

23.    ¿Qué relación existe entre el grado de libertad, el rango y el número de ecuaciones de un sistema de ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales?

24.    ¿Cuáles son los sistemas que se emplean habitualmente para la resolución de ecuaciones lineales?

25.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Para determinar un número complejo es suficiente con conocer su módulo y su argumento.

b)    Para determinar un número complejo es suficiente conocer su módulo y su parte imaginaria.

c)    Para determinar un número complejo basta con conocer su parte real y su parte imaginaria.

26.    ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas?

a)    La traspuesta de una matriz simétrica es una matriz simétrica.

b)    La suma de dos matrices simétricas es una matriz simétrica.

c)    El producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica.

d)    El determinante de una matriz simétrica es siempre diferente de cero.

27.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es cierta?

a)    La matriz de una aplicación lineal es siempre cuadrada.

b)    La matriz de un endomorfismo es siempre cuadrada.

c)    La matriz de una forma lineal es siempre cuadrada.

28.    ¿Qué dice el teorema de Rouché Föbenius?

29.    ¿Es posible que el rango de la matriz del sistema sea estrictamente mayor que el rango de la matriz ampliada?

30.    Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    La suma de dos números complejos conjugados es su número real.

b)    La diferencia de dos números complejos conjugados es un número imaginario puro.

c)    El producto de dos números complejos conjugados es un número real.

d)    El cociente de dos números complejos cunjugados es un número real.

31.    ¿Qué diferencia existe entre la inecuación y <3x + 2, y la inecuación y 3x +2?

32.    ¿Es posible que una parábola no tenga ninguna raíz real? ¿Cómo se puede ver esto a partir de una gráfica? ¿Es posible que una parábola no tenga ni máximo ni mínimo?

 RESPUESTAS DE ÁLGEBRA
1.       c) Aunque designemos los dos catetos de un triángulo con letras distintas, puede ser que midan o mismo.

2.       P = 2b + 2h.

3.       Edad del abuelo = t.
Edad del padre = 3t/5
Edad del hijo = 1/2 x edad del padre =1/2 x 3t/5 = 3t/10.

4.       El cuadrado de la suma de dos números es igual a la suma del cuadrado del primero más el doble del producto del primero por el segundo más el cuadrado del segundo.    

5.       Un binomio es un polinomio de dos términos.

6.       El elemento neutro para la suma de polinomios es el polinomio cero, que se expresa como 0 o como {0,0,0...}.

7.       Cuando se multiplica un polinomio de grado n por un polinomio de grado m. el grado del polinomio resultante será n+m.

8.       a) El grado del dividendo es igual al grado del divisor más el grado del cociente.

9.       Cuando no puede descomponerse como producto de dos o más polinomios, todos ellos de grado estrictamente menor.

10.     La regla de Ruffini se puede emplear para hallar de forma rápida el cociente y el resto de una división, cuando el divisor es un polinomio de la forma x-a.

11.     Es el conjunto de números para los que tiene sentido buscar la imagen por la función. También recibe el nombre de dominio de la función.

12.     El resto de dividir un polinomio por un binomio de la forma x-a es igual al valor que se obtiene sustituyendo el dividendo por x=a. 

13.     Cuando el producto del polinomio numerador de la primera por el polinomio numerador de la segunda es igual al producto del polinomio numerador de la segunda por el polinomio denominador de la primera.

14.     En hallar todos los valores de las variables que satisfagan la igualdad. A estos valores se les llama raíces de la ecuación.

15.     Aquella cuyo término de mayor grado es de grado 2.

16.     La gráfica de una ecuación polinómica de primer grado es una recta.

17.     Basta con dibujar sus gráficas. Si se quiere estar seguro se pueden calcular sus pendientes. Dos rectas son paralelas si sus pendientes no coinciden.

18.     Es una ecuación de cuarto grado en la que no hay términos de grado impar.

19.     La tangente de un número real desde un punto de vista analítico se define como el cociente entre el seno y el coseno de ese número.

20.     Es aquella que tiene el mismo número de filas que de columnas.

21.     Aquella en que la inversa es igual a la traspuesta.

22.     Es una aplicación lineal de un espacio vectorial real V en R.

23.     Si se denota por p el grado de libertad, por r el de rango y por n el de número de ecuaciones lineales, si se verifica siempre que n = p+r.

24.     Para la resolución de sistemas de ecuaciones lineales se emplean habitualmente las fórmulas de Cramer, el método de Gauss y el método del pivote.

25.     Para determinar un número complejo basta con conocer su módulo y su argumento, o bien su parte real y su parte imaginaria.

26.     La traspuesta de una matriz sintética es una matriz sintética. La suma y el producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica.

27.     La matriz de un endomorfismo es siempre cuadrada.

28.     Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y sólo si el rango de la matriz del sistema es igual al rango de la matriz ampliada.

29.     El rango de la matriz del sistema es siempre menor o igual que el rango de la matriz ampliada, porque el rango calcula el número de columnas literalmente independientes de una matriz, y la matriz ampliada tiene una columna más que la matriz del sistema.

30.     La suma de dos números complejos conjugados es un número real, y la diferencia es un número imaginario puro.

31.     En el primer caso, la desigualdad es estricta, los puntos de la recta y = 3x + 2 no forman parte de la solución de la inecuación y se representan por una línea continua.

32.     Puede ser que una parábola no tenga ninguna raíz real.
En este caso, su gráfica no cortará con ningún punto al eje de abcisas.
Pero, en cualquier caso si el cociente de término de segundo grado es positivo, la gráfica presentará un mínimo, y si el cociente del término de segundo es negativo la gráfica presentará un máximo.

 

 PREGUNTAS DE GEOMETRÍA SINTÉTICA
1  .    ¿Qué diferencia existe entre una recta y un segmento?

2.      ¿Qué es un vector?

3.      ¿Qué es un ángulo?

4.      ¿Qué es un grado?

5.      ¿A qué se llama bisectriz de un ángulo?

6.      ¿Qué es una línea poligonal abierta?

7.      ¿Cuántos lados tiene un tridecágono?

8.      ¿Qué nombre recibe el punto de intersección de todas las alturas de un triángulo?

9.      ¿Cuánto suman los tres ángulos de un triángulo?

10.    Qué dice el teorema de Tales?

11.    ¿Cuál es el enunciado del teorema de Pitágoras?

12.    ¿Qué es un paralelogramo?

13.    ¿Cómo puede calcularse el área de un rombo?

14.    ¿Qué relación existe entre la longitud del diámetro y la longitud de un radio de una circunferencia?

15.    ¿Qué es un ángulo central?

16.    ¿Qué es š?

17.    ¿Qué es una corona circular?

18.    ¿Qué es un enaedro?

19.    ¿Qué dice el teorema de Eule?

20.    ¿Qué es un prisma regular?

21.    ¿Qué es la altura de una pirámide?

22.    ¿A qué es igual el volumen de una pirámide?

23.    ¿A qué es igual el volumen de la esfera?

24.    ¿Que es un sector esférico?

25.    ¿Cómo se representa habitualmente en matemáticas un punto geométrico?

26.    ¿Qué tipo de letras se acostumbran a emplear para designar los planos en matemáticas?

27.    ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas?

a)    Un triángulo isósceles es aquél que tiene al menos dos de sus lados iguales.

b)    Un triángulo isósceles es aquél que tiene al menos dos de sus ángulos iguales.

c)    Un triángulo equilátero es un caso particular de triángulo isósceles.

28.    ¿Cuáles de estas afirmaciones son ciertas?

a)    Si dos triángulos semejantes tienen un lado en común, entonces son iguales.

b)    Si la suma de los ángulos de un triángulo es de 180º, la suma de los ángulos de un triángulo el doble de grande es de 360º.

c)    Si un triángulo es rectángulo, todos sus semejantes también serán rectángulos.

d)    Si un triángulo es isósceles, todos sus semejantes serán también isósceles.

29.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    En cualquier triángulo, el centro de la circunferencia inscrita coincide con el centro de la circunferencia circunscrita.

b)    En cualquier polígono regular, el centro de la circunferencia inscrita coincide con el centro de la circunferencia circunscrita.

c)    En un triángulo equilátero, el incentro y el circuncentro coinciden.

RESPUESTAS DE GEOMETRÍA SINTÉTICA
1.       Las rectas son infinitamente largas, no tienen ni origen ni extremo, mientras que los segmentos están delimitados entre dos puntos y tienen una longitud finita.

2.       Un segmento orientado.

3.       Es la porción de plano delimitada por dos semirrectas.

4.       Un grado es cada una de las 360 porciones iguales en que se divide convencionalmente una circunferencia.

5.       Es la recta que divide al ángulo en dos partes iguales.

6.        Aquella en que el primer segmento y el último tienen un segmento libre.

7.       Un tridecágono es un polígono de trece lados.

8.       El ortocentro es el punto de intersección de todas las alturas de un triángulo.

9.       Los tres ángulos de un triángulo suman 180º.

10.     Cuando un sistema de rectas paralelas corta a dos rectas cualesquiera. Los triángulos que se forman son semejantes.

11.     La suma de los cuadrados de los catetos de un triángulo rectángulo cualquiera es igual al cuadrado de la hipotenusa.

12.     Un paralelogramo es un cuadrilátero que tiene sus lados paralelos dos a dos.

13.     El área de un rombo puede calcularse como el producto de sus dos diagonales.

14.     La longitud del diámetro de una circunferencia es el doble de la longitud del radio.

15.     Un ángulo central es aquel cuyo vértice se encuentra en el centro de la circunferencia, y cuyos lados coinciden con dos radios cualesquiera.

16.     El cociente entre la longitud de una circunferencia y su diámetro es un número constante, independientemente de lo grande o pequeña que sea ésta. Al número designado con la letra griega š le corresponde el valor numérico de 3,14159265...

17.     Una corona circular es la superficie comprendida entre dos circunferencias concéntricas.

18.     Un enaedro es un poliedro de nueve caras.

19.     En un poliedro convexo cualquiera, la suma del número de caras más el número de vértices es igual al número de aristas más dos.

20.     Es un prisma recto cuyas bases están formadas por polígonos regulares.

21.     La altura de una pirámide es la distancia que hay desde el vértice hasta la base.

22.     El volumen de una pirámide es igual a un tercio del área de la base por la altura.

23.     El volumen de la esfera es igual a cuatro tercios de  por el radio de la esfera al cubo.

24.     Es la figura que se genera por la revolución de un sector circular sobre un diámetro que no está incluido en él.

25.     En matemáticas, un punto geométrico se representa habitualmente por un punto tipográfico lo mas fino posible y se designa habitualmente por medio de alguna letra mayúscula del alfabeto, situada junto al punto.

26.     Los planos se nombran habitualmente por medio de las letras del alfabeto griego o por letras mayúsculas.

27.     Un triángulo isósceles es aquél que tiene al menos dos de sus lados (o equivalentemente al menos dos de sus ángulos) iguales. Un triángulo equilátero es un caso particular de triángulo isósceles.

28.     Si dos triángulos semejantes tienen un lado en común, entonces son iguales. Si un triángulo es rectángulo o isósceles, entonces todos sus semejantes serían también rectángulos o isósceles.

29.     En cualquier polígono regular el centro de la circunferencia inscrita coincide con el centro de la circunferencia circunscrita. En un triángulo equilátero el incentro y el circuncentro coinciden.

 PREGUNTAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA
1.      ¿Qué nombre reciben los sitemas de coordenadas de un sistema de referencia cartesiano?

2.      ¿Cuáles son las fórmulas para pasar de coordenadas polares a cartesianas?

3.      ¿Qué es una lemniscata?

4.      ¿Qué diferencia existe entre las coordenadas polares y las coordenadas cilíndricas?

5.      ¿Qué es un vector director de una recta?

6.      ¿Cuántas igualdades se necesitan para expresar la ecuación paramétrica de una recta en el plano? ¿Y en el espacio?

7.      ¿Cómo se calcula la distancia entre dos puntos?

8.      ¿Es cierto que la distancia de un punto a un plano es igual al mínimo de las distancias entre el punto dado y todos los puntos del plano?

9.      ¿Qué es una esfera?

10.    ¿Cuál es la excentricidad de una parábola?

11.    Citar ejemplos de movimientos en el plano.

12.    ¿Qué es una traslación?

13.    Supongamos que hemos fijado un vector de traslación y un eje de simetría. Si a un punto cualquiera le aplicamos primero la traslación y después, la simetría, ¿dará el mismo resultado que si primero le aplicamos la simetría y luego la traslación?

RESPUESTAS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA
1.       En un sistema de referencia cartesiano la recta horizontal se llama eje de abcisas y la recta vertical eje de ordenadas.

2.       Las fórmulas para pasar de coordenadas polares a cartesianas son:

 
x = r . cos 
y = r . sen 
3.       Es la curva formada por los puntos del plano cuyo producto de distancias a dos puntos es una cierta constante.

4.       Las polares sirven para situar puntos en el plano. Las cilíndricas, para situar puntos en el espacio.

5.       Un vector director de una recta es un vector determinado por dos puntos cualesquiera de la recta.

6.       La ecuación paramétrica de una recta en el plano está formada por dos igualdades. La ecuación paramétrica de una recta en el espacio está formada por tres igualdades.

7.       La distancia entre dos puntos es igual al módulo del vector que une los dos puntos.

8.       La distancia de un punto al plano es igual al mínimo de las distancias entre el punto dado y todos los puntos del plano.

9.       Una esfera es el lugar geométrico de puntos del espacio equidistantes de un punto dado llamado centro.

10.     La excentricidad de una parábola es igual a 1.

11.     La traslación, el giro y la simetría son ejemplos de movimientos en el plano.

12.     Una traslación es un movimiento en el plano tal que a cada punto se le aplica un vector de traslación.

13.     Los movimientos del plano no son conmutativos. Si a un punto cualquiera le aplicamos primero una traslación y luego una simetría, en general no dará el mismo resultado que si primero le aplicamos la simetría y luego, la traslación.

 

 PREGUNTAS DE GEOMETRÍA AFÍN, PLANA Y DEL ESPACIO
1.      ¿Cuál es la dimensión de un punto?

2.      ¿Qué es el equibaricentro?

3.      ¿Dónde se cortan las medianas de cualquier triángulo?

4.      ¿Cuándo se dice que dos vectores son ortogonales?

5.      ¿Qué es una base ortonormal?

6.      ¿Qué nombre reciben las afinidades que conservan las distancias?

7.      ¿Cuándo se dice que dos sistemas de referencia tienen la misma orientación?

 RESPUESTAS DE GEOMETRÍA AFÍN, PLANA Y DEL ESPACIO
1.       Un punto es una variedad lineal de dimensión cero.

2.       Cuando en un conjunto ponderado todas las ponderaciones son iguales, el baricentro recibe el nombre de equibaricentro.

3.       Las medianas de un triángulo se cortan en el equibaricentro.

4.       Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es igual a cero.

5.       Una base ortonormal es aquella que está formada por vectores ortogonales entre sí y de módulo unidad.

6.       Las afinidades que conservan las distancias se denominan movimientos o deplazamientos.

7.       Dos sistemas de referencia tienen la misma orientación si la matriz del cambio de una base a la otra tiene determinante positivo.

 

 PREGUNTAS DE TRIGONOMETRÍA
1.      ¿Qué es un radián?

2.      ¿Qué quiere decir que un ángulo es negativo?

3.      ¿Es cierto que el seno de un ángulo agudo es menor que -1?

4.      Podrías definir la cotangente de un ángulo cualquiera.

5.      ¿Cuándo se dice que dos ángulos son opuestos?

6.      ¿Qué son las tablas trigonométricas?

7.      ¿En cuántos minutos se divide un grado sexagesimal?

8.      Determinar a partir de las tablas el valor de :

a)    sen =0,83098

b)    cos =0,99514

c)    tg =0,25097

9.      Convertir en productos las siguientes sumas:

a)    sen 45º+sen15º

b)    cos 105º-cos 75º

c)    sen 60º-cos 60º

10.    ¿Qué significa resolver un triángulo?

11.    ¿Cómo se define la tangente de un triángulo rectángulo?

12.    ¿Cómo se resuelve un triángulo rectángulo conocida la hipotenusa y un cateto?

13.    ¿Qué dice el teorema del seno?

14.    ¿Para qué se pueden emplear las fórmulas de Briggs?

15.    ¿Qué quiere decir que la función seno es impar?

16.    ¿Para qué ángulos la cotangente se hace infinita?

 RESPUESTAS DE TRIGONOMETRÍA
1.       Un radián es el ángulo cuyo arco es igual al radio de la circunferencia.

2.       Los ángulos negativos se miden en el sentido de las agujas del reloj.

3.       El seno de un ángulo agudo está entre 0 y 1.

4.       Sea una circunferencia centrada en el origen de coordenadas y de radio unidad.
Si B es el extremo del radio vector del ángulo dado A, sobre esta circunferencia, decimos que la cotangente de A es el valor del cociente entre la abcisa y la ordenada del punto B.

5.       Dos ángulos son opuestos cuando tienen la misma amplitud y sentido contrario.

6.       Las tablas trigonométricas son tablas de números que muestran los valores de las distintas razones trigonométricas.

7.       Un grado sexagesimal se divide en 60 minutos.

8.       a)    sen = 0,83098 para  = 56º 12´
b)    cos = 0,99514 para  = 5º 39´
c)      tg = 0,25097 para  = 14º 5´ 19´´

9.       a)    sen 45º + sen 15º = 2 . sen 30º . cos 15º.
b)    cos 105º - cos 75º = -2 . sen 90º . sen 15º.
c)    sen 60º - cos 60º =sen 60º - sen 30º = 2 . cos 45º . sen 15º.

10.     Resolver un triángulo significa conocer todos sus lados y sus ángulos a partir del conocimiento de algunos de sus lados o ángulos.

11.     Dado un ángulo agudo de un triángulo rectángulo, se define la tangente de este ángulo como el cociente entre el cateto opuesto y el cateto contiguo. Por tanto, en un triángulo rectángulo se pueden definir dos tangentes, dependiendo del ángulo agudo que escojamos.

12.     Si de un triángulo rectángulo conocemos la hipotenusa y un cateto, aplicando el teorema de Pitágoras se puede deducir fácilmente. A continuación, podemos utilizar las definiciones de las razones trigonométricas para deducir el valor de los ángulos.

13.     Según el teorema del seno, en un triángulo cualquiera se verifica siempre que el cociente enre la medida de un lado y el seno del ángulo opuesto es constante.

14.     Para conocer los tres ángulos de un triángulo cualquiera a partir de los tres lados.

15.     Se dice que la función seno es impar porque para todo ángulo se verifica sen (-) = -sen . Como consecuencia de esto, la gráfica de la función seno es simétrica respecto al origen.

16.     La cotangente se hace infinita para los ángulos 0, ±, ±2, ... y en general para k x  radianes, donde k es un número entero.

 PREGUNTAS DE ANÁLISIS, SUCESIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD
1.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Una sucesión de números racionales es una aplicación del conjunto de los números racionales en el conjunto de los números naturales.

b)    Una sucesión de números naturales es una aplicación biyectiva del conjunto de los números naturales en sí mismo.

c)    Una sucesión de números reales es una aplicación del conjunto de los números reales.

2.      ¿Es posible que una sucesión sea a la vez monótona creciente y monótona decreciente?

3.      ¿Es cierto que la suma de dos sucesiones convergentes es una sucesión convergente?

4.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Todas las sucesiones crecientes están acotadas superiormente.

b)    Todas las sucesiones decrecientes están acotadas inferiormente.

c)    Todas las sucesiones convergentes están acotadas superiormente.

d)    Todas las sucesiones convergentes están acotadas inferiormente.

5.      ¿Es cierto que el producto de todos los términos de una sucesión convergente por un número real forma una sucesión también convergente hacia el producto de ese número real por el límite de la primera sucesión?

6.      ¿Qué diferencia existe entre una sucesión de números reales y una función real de variable real?

7.      ¿Qué magnitudes definen la posición de un punto en el sitema de referencia polar?

8.      ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son correctas?

a)    Si existe el límite por la derecha de una función en un punto, la función es continua por la derecha en este punto.

b)    Si existe el límite por la derecha de una función en un punto y este límite coincide con el valor de la función en este punto y este límite coincide con el valor de la función en este punto, la función es continua por la derecha en este punto.

c)    Una función es continua en un punto si y sólo si es continua por la derecha y por la izquierda de este punto.

d)    Una función es continua en un punto si y sólo si existe el límite por la derecha y por la izquierda de este punto.

9.      ¿Qué se entiende por el límite asintótico de una función?

10.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Si el límite por la izquierda de una función en un punto es igual a -1 y el límite por la derecha es igual a +1, entonces la función se anula en dicho punto.

b)    Si f(x) es una función continua en el intervalo [0,1] que f(0) = -1 y f(1)= 1, entonces f(1/2)=0.

c)    Si g(x) es una función continua cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales, es tal que el límite asintótico por la izquierda es igual a menos infinito y el límite asintótico por la derecha es igual a más infinito, entonces se anula como mínimo en un punto.

11.    ¿Cuál es la fórmula que relaciona la derivada de una función f(x,y) en la dirección del vector V con las derivadas parciales respecto de los ejes de coordenadas?

12.    ¿A qué es igual la derivada del cociente de dos funciones?

13.    ¿A qué es igual la derivada del producto de dos funciones?

14.    De todos los rectángulos de perímetro igual a 20 unidades, ¿cuál es el que presenta mayor área?

15.    ¿A qué es igual la derivada del logaritmo neperiano de una función?

16.    ¿A qué es igual la derivada del arco tangente de una función?

17.    ¿Qué dice el teorema del Rolle?

18.    ¿Es cierto que todo polinomio de grado par es una función par?

19.    ¿Qué es un punto de concavidad de una función?

20.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

a)    Si una función no se anula en un punto, su primera derivada tampoco se anulará en este mismo punto.

b)    Si la derivada de una función no se anula en un punto, su segunda derivada tampoco se anulará en este mismo punto.

c)    Si una función presenta un punto de inflexión, su segunda derivada se anulará en dicho punto.

d)    Si una función presenta un extremo relativo en un punto, su segunda derivada no se anulará en dicho punto.

RESPUESTAS DE ANÁLISIS. SUCESIONES, LÍMITES Y CONTINUIDAD
1.       c) Una sucesión de números reales es una aplicación del conjunto de los números reales.

2.       La sucesión constante 1,1,1,1... es un ejemplo de sucesión a la vez monótona creciente y monótona decreciente.

3.       La suma de dos sucesiones convergentes es una sucesión convergente y el límite de la sucesión suma es igual a la suma de los límites de las dos sucesiones dadas.

4.       c y d) Todas las sucesiones convergentes están acotadas superior e inferiormente.

5.       El producto de todos los términos de una sucesión también convergente hacia el producto de ese número real por el límite de la primera sucesión.

6.       Una función real de variable real es una aplicación cuyo dominio es un subconjunto del conjunto de los números reales. Una sucesión de números reales es un caso particular de función real de variable real cuyo dominio es el conjunto de los números naturales.
    Así, con frecuencia tiene sentido hablar de la imagen del 3.5 por una función real de variable real, peor en cambio no tiene, en general, sentido preguntarse por el término que ocupa el lugar tres y medio de una sucesión.

7.       Para representar un punto de coordenadas polares se necesita conocer su módulo y su argumento.

8.       b y c) Si existe el límite por la derecha de una función en un punto y este límite coincide con el valor de la función en este punto, la función es continua por la derecha y la izquierda de este punto.

9.       Se llama límite asintótico de una función al límite hacia el que tiende su variable dependiente cuando la variable independiente diverge hacia más infinito o hacia menos infinito.

10.     c) Si g(x) es una función continua cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales, es tal que el límite asintótico por la derecha es igual a más infinito, entonces se anula como mínimo en un punto.

11.     Dado el vector V =(t1,t2), la fórmula Dv(f) = t1 . Dx(f) + t2 . Dy (f) relaciona la derivada de una función f(x,y) en la dirección del vector V con las derivadas parciales D . (f), Dy(f) respecto de los ejes de coordenadas.

12.     La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador menos la derivada del denominador por el numerador, dividido por el cuadrado del denominador.

13.     La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera función por la segunda más el producto de la derivada de la segunda función por la primera.

14.     De todos los rectángulos de perímetro igual a 20 unidades, el que presenta mayor área es el cuadrado cuyo lado mide 5 unidades y cuya área es igual a 25 unidades cuadradas.

15.     La derivada del logaritmo neperiano de una función y la propia función.

16.     La derivada del arco tangente de una función es igual al cociente entre la derivada de la función y uno más el cuadrado de la función.

17.     Sea f(x) una función real de variable real, continua en el intervalo abierto (a,b), tal que f´(t) = 0.18.

18.     No es cierto que todo polinomio par sea una función par.

19.     Se dice que una función es cóncava en un punto según la dirección positiva del eje de ordenadas si la tangente en dicho punto a la curva está por debajo de la curva. En caso de que por ejemplo la segunda derivada de una función en un punto sea positiva, entonces la función será cóncava en dicho punto.

20.     c) Si una función presenta un punto de inflexión, su segunda derivada se anulará en dicho punto.

 

PREGUNTAS DE CÁLCULO INTEGRAL
1.      ¿Cuándo se dice que una partición es más fina que otra?

2.      ¿Qué expresa el valor de la integral de una función positiva en un intervalo [a,b]? ¿Qué expresa en las funciones negativas?

3.      ¿Es cierto que una constante puede salir fuera de una integral?

4.      Calcula las primitivas de las siguientes funciones:

a)    sen (1+x)

b)    2cotg 2x

5.      ¿Qué fórmula relaciona el producto de dos cosenos con la suma de dos cosenos?

6.      ¿Cuál es la unidad de medida de área de una región plana?

7.      ¿Qué es un cuerpo de revolución?

8.      Una curva en el plano tiene forma de  y viene parametrizada por las ecuaciones x(t) = sen t, y(t) = sen (2t). Di cuál es el punto singular de dicha curva y calcula su multiplicidad.

9.      ¿Qué es una superficie reglada?

10.    Di cuáles de las siguientes superficies son regladas:

a)    Un plano.

b)    Un cono.

c)    Una esfera.

d)    Un cilindro.

11.    ¿Es cierto que la superficie equipotencial respecto a dos esferas es también una esfera?

12.    ¿Es cierto que la función distancia puede sólo tomar valores positivos?

13.    ¿A qué se llama entorno abierto de centro p y radio r?

14.    Corrige la siguiente proposición: un punto p de x se llama punto límite si todo entorno abierto de centro p contiene puntos de x.. La clausura de x es abierta y contiene todos los puntos límite.

 RESPUESTAS DE CÁLCULO INTEGRAL
1.       Una partición es mas fina que otra P´ cuando todos los puntos de P están incluidos en los de P´.

2.       El valor de la integral de una función positiva en un cierto intervalo [a,b] expresa el área contenida entre la gráfica de la función, el eje de abcisas y las rectas x = a y x = b. En las funciones negativas el área es el valor absouto del valor de la integral. 

3.       La integral de un número por una función es igual al producto de ese número por la integral de la función.

4.       a) sen (1+x) = -cos (1+x) + C.
b)  2 cotg 2x = 1n (2x) + C.

5.       La fórmula  cosx x cosy = 1/2 x [cos (x-y) + cos (x+y)] expresa el producto de dos cosenos como función de la suma de dos cosenos.

6.       La unidad de medida del área de una región plana es el cuadrado de lado de una unidad. Dicha región diremos que tiene área igual a una unidad cuadrada.

7.       Un cuerpo de revolución es el volumen engendrado por una región plana que gira respecto a un eje de giro. Dependiendo de si el eje de giro es el eje de abcisas, el eje de ordenadas, o una recta cualquiera, se obtienen cuerpos de diferentes formas y volúmenes.

8.       La curva parametrizada por las ecuaciones x(t) = sen t, y(t) = sen (2t), tiene un único punto singular, de multiplicidad dos, en el origen de las coordenadas.

9.       Una superficie se dice que es reglada cuando está generada por el movimiento de una recta que se apoya a lo largo de una curva.

10.     El plano, el icono y el cilindro son ejemplos de superficies regladas.

11.     La superficie equipotencial respecto de dos esferas es un plano llamado plano equipotencial.

12.     La función distancia puede tomar sólo valores positivos o nulos.

13.     Se llama entorno abierto del centro p y de radio r a todos los puntos del espacio cuya distancia a p es menor estrictamente que r.

14.     Un punto p de X se llama punto límite si todo entorno cerrado de centro p contiene puntos de X diferentes de p. La clausura de X es cerrada y contiene todos los puntos límite.

 

